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8.333: istatistiksel Mekanik | Problem Seti #5 Son Tarih: 29/11/07

Etkilesen parcaciklar & Kuantum topluluklari

1. Sdrfaktan yogusmasi: N tane surfaktan molekull, bir A alani iginde su yuzeyine

eklenir. ilgili Hamiltonyen sdyledir,

— 9

N
. Zp‘- 12,4 .
= ‘2??'z.+§ ,_D(Qi'_qj}q
i,

i=1

burada ¢; ve p;, pargacikk i’nin konum ve momentumunu belirten iki boyutlu
vektorlerdir. (Bu basit bicim sivinin kendisine baglanmalari géz ardi eder. Gergek
kinetik ve potansiyel enerjiler daha karmagiktir.)
(@) Z(N,T, A) Ulesim fonksiyonunun ifadesini g; ve p; Uzerinden integrallerle yaziniz
ve momentumlar Uzerinden olan integralleri aliniz.

Parcaciklar arasi potansiyel V(#), || <a igin sonsuz, ve |F|>a igin
f: 2rdrV(r) = —u, olmak Uzere gekicidir.
(b) N tane pargacik sisteminin konumsal faz uzayinda mevcut, toplam dislanmamis
alani tahmin ediniz
(c) Tekdiize yogunluk yaklagimi n = N/A gergevesinde, sistemin toplam potansiyel
enerjisini tahmin ediniz. Bu potansiyel enerjiyi, onceki sikta izin verilen tim
konfigurasyonlar icin kullanarak Z icin yaklasik bir ifade yaziniz.
(d) Suyun surfaktansiz yuzey gerilimi og,’dur, ve vyaklasik olarak sicakliktan
bagimsizdir. Surfaktanlarin varliginda yuzey gerilimi ¢(n, T)’yi hesaplayiniz.
(e) Belli bir T, sicakliginin altinda o ifadesinin agik¢a yanlis oldugunu gosterin. Sizce
dusuk sicakliklarda ne olmaktadir?
(f) C4 1s1 sigasini hesaplayiniz ve agik¢ga hesaplamadan slrfaktanlardan kaynakl C,
icin bir ifade yaziniz.

sk ok ok 3ok ok

2. Kritik nokta davranigi: Bir gazin basinci P, yogunlugu n = N/V ve sicaklik T'ye su

kesilmis acilimla baglidir,
b c
— 2 _ 3
P =kgTn > n‘ + 6n
burada b ve c’nin pozitif, sicakliktan bagimsiz sabitler olduklari varsayilimigtir.
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(@) Bu denklemin daha dusuk degerlerde gecersiz olmasinin gerektigi T, kritik
sicakligini ve kritik noktanin ona karsilik gelen n. yogunlugu ve P. basincini

belirleyiniz. Boylece kgzT.n./P. oranini bulunuz.

(b) Esisil sikigabilirlik xp = —%Z—Z 'yi hesaplayiniz ve n =n, igin T'nin fonksiyonu
T

olarak davranisini giziniz.
(c) Kritik esisil egrisi Uzerinde, (P — P,) i¢in (n — n.)’nin bir fonksiyonu olan bir ifade
yaziniz.
(d) T <T, icin esisil egrilerindeki kararsizliklar, n, yogunlugunda bir sivi ve n_
yogunlugunda bir gaza faz bolinmeyle Onlenir. T,ye vyakin sicakliklarda bu
yogunluklar ny = n.(1 £ 6) biciminde davranir. Bir Maxwell yontemi kullanilarak,
veya baska yoldan, 6(T) icin kesin bir denklem bulunuz, ve (T.—T) - 0 igin
davranisini belirtiniz. (ipucu: Bir esisil egrisi boyunca kimyasal potansiyelin
degdisimleri du = dP/n’e uyar.)

sk ok 3o ok
3. Manning gecisi: DNA gibi iyonik polimerler (polielektrolitler) suya batirildiginda
negatif yUklU ters iyonlar, geride pozitif yukll bir polimer birakarak ¢ozeltiye karisir.
Geride birakilan yuklerin elektrostatik itmesi yuzunden, asagidaki sekilde goruldugu
gibi polimer a yarigaph bir silindir bigiminde uzar. Termal dalgalanmalar iyonlarin
¢ozelti icinde dolagsmalarini desteklerken, elektrostatik ¢ekmeler donup polimer
uzerinde yogusmalarini tercih eder. Eger kargi-iyonlarin sayisi N ise, gubuk Uzerinde
kalan N tane pozitif ylkle ¢ (r) = —2(Ne/L) In (r/L) potansiyeliyle etkilesir, burada r
silindirik geometride radyal koordinattir. Eger karsi-iyonlar arasindaki Coulomb

itmesini gdzardi edersek, su klasik Hamiltonyen ile tanimlanabilirler,

N o o
o P; o2 . (T
H—; {2_}:!+2< nln(Lﬂ ,

burada n = N/L’dir.

(a) Yarigcap! R olan silindirik bir kap icin, kanonik Ulesim fonksiyonu Z’yi sicaklik T,
yogunluk n, ve yarigaplar R ve a cinsinden hesaplayiniz.

(b) Bir karsi-iyonun radyal konumu ve birinci momenti (r) icin olasilik dagilhm
fonksiyonu p(r)’yi hesaplayiniz.

(c) Yukarida R > a limitinde hesaplanan sonuglarin davranigi, yuksek ve dusuk
sicakliklarda c¢ok farkhdir. Gegis sicakligini belirleyiniz ve bu iki fazin dogasini

tanimlayiniz. Ozellikle, her iki durumda (ry'nin R ve a bagimliligi nasildir?
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(d) Karsi-iyonlarin kabin duvarlarina uyguladigi basinci r = R’'de, R > a limitinde,
tum sicakliklar igin hesaplayiniz.

(e) Karsi-iyonlar arasindaki Coulomb etkilesmesi hesaba katilirsa, (d) sikkinda
incelenen gegisin karakteri degisir. Etkilesimli probleme yaklasik bir yontem, karsi-
iyonlarin N;’lik bir béliminin polimer ¢ubuk boyunca yogusmasina izin vermektir,
geri kalan N, = N — N, tanesi ise ¢odzlcude dalgalanir. Serbest karsi-iyonlar yine

etkilesmeyen, asagidaki Hamiltonyene tabi parcaciklar gibi ele alinir

N P2 r
. i 0,2 i
H = ; Lm + 2e“ng In (Lﬂ ,

burada n, = N, /L’dir. Etkilesmeyen iyonlarin dengedeki sayisi N,'yi tahmin ediniz,ve
tahmininizi, sistemin N;’den kuglk sapmalara verdidi tepkiyi tartisarak dogrulayiniz.
(Bu niceliksel bir soru olup, yeni hesaba hi¢ gerek yoktur.)

3k 3k 3k 3k ko kok

4. (istege bagh problem) Sert gubuklar: iki boyutta, N tane asimetrik molekiil
toplulugu, herbirinin uzunlugu 2! olan ve bir dizlemde uzanan gubuklardan olusan bir
gaz gibi modellenebilir. Baska bir cubukla karsilasmadik¢a, bir ¢ubuk Kkutle
merkezinin Otelenmesiyle ve ekseni etrafinda donuslyle hareket edebilir. Sert
cekirdek etkilesmesini tam olarak uygulamadan, cubuklarin donel hareketinin bir 6
acisiyla kisitlandigini (diger cgubuklar tarafindan) varsayarak yaklasik olarak bu

etkilesmeyi hesaba katabiliriz. Bu kisittama bir diglanan hacim Q(8) getirir (her bir
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cubuk icin). Daha sonra 6’'nin degeri, V toplam ulasilabilir alan olmak Gzere, belli bir

n = N/V yogunlugunda entropiyi maksimize ederek o6ztutarli olarak hesaplanir.

diglanmig
hacim

(a) Boyle bir gubuklar toplulugunun entropisini, N, n, Q, ve tek bir gubugun doénel
serbestligiyle ilgili faz uzayr hacmi A(8) cinsinden yaziniz. (Momentumdan gelen
katkilari tamamen g6z ardi edebilir ve baylk N limitini alabilirsiniz.)

(b) &’nin fonksiyonu olarak entropinin u¢ degerlerini bulup, yogunlugu, Q, A ve onlarin
tirevleri olan Q', A’ ile iligkilendiriniz; sonucunuzu n = f(Q,4,Q,A) biciminde ifade
ediniz.

(c) Diglanmis hacim Q’y1 6 cinsinden ifade ediniz ve A « @ varsayarak 6 € [0, z]'nin
bir fonksiyonu olarak f’yi giziniz.

(d) Yuksek yogunluklardaki denge durumunu tanimlayiniz. Yogunluk azalirken bir faz
gecisi tanimlayabilir misiniz? Ciziminizde ilgili n. kritik yogunlugunu gosteriniz. Faz
gecisindeki kritik agi 6. nedir? 6.'yi agikca hesaplamaniz gerekmemektedir, ancak
onu tanimlayan (kapali) bir baginti veriniz. 8, n < n.’de hangi degeri alir?

Sk sk %k ok ok sk sk ok
5. Electron spini: B manyetik alani igindeki bir elektronun Hamiltonyeni,

) L= 0 1 0 —i 1 0
H = —ppd.B, burada Ux:(\l [..]). oy:(i. Oz)‘ ve az:(o _1)‘

7

Pauli spin operatorleri, ve uz Bohr manyetonudur.

(a) Kuantum kanonik toplulugunda, eger B, z dogrultusu boyunca ise yogunluk

matrisini hesaplayiniz.

(b) B’nin x-yonl boyunca oldugunu varsayarak hesabi tekrarlayiniz.
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(c) Yukaridaki durumlarin her birinde ortalama enerjiyi hesaplayiniz.
Sk sk %k ok ook sk >k ok
6. (istege bagl problem) Kuantum carki: Asagidaki Hamiltonyen ile iki boyutlu bir
cark dusunelim
hed?

H=—-—— . ve (<6 < I
921 do? =7

(a) Sistemin 6zdurumlarini ve eneriji dizeylerini bulunuz.
(b) T sicakligindaki bir kanonik topluluk icinde yogunluk matrisi (8'|p|6) icin ifadeyi
yaziniz ve onu duslUk ve yuksek sicaklik limitlerinde hesaplayiniz.

sk ok ok sk ok
7. Kuantum mekaniksel entropi: T sicakligindaki bir kuantum mekaniksel sistem (bir
Hamiltonyen H tarafindan tanimlanan), S(t) = —tr[p(t) In p(t)] entropisi ile iligkili bir
yogunluk matrisi p(t) ile tanimlanmigtir.
(a) Yogunluk matrisi icin zamanda evrim denklemini yaziniz ve dS/dt’yi hesaplayiniz.
(b) Lagrange carpanlari yontemini kullanarak, fonksiyonel S[p]i (H) =tr(pH) =E
sabit ortalama enerji kisiti altinda maksimize eden yogdunluk operatori p . 'l
bulunuz.
(c) (b) sikkindaki ¢6zimun duragan, yani dp .« /0t = 0 oldugunu goésteriniz.

sk ok 3ok ok
8. (istege bagh problem) Ortho-para hidrojen: Hidrojen molekiilleri ortho ve para
durumlarinda bulunabilir.
(a) Para-hidrojende H,’'nin iki elektronu bir tekil (antisimetrik) durum olusturur.

Yoérungesel agisal momentum, bdylece sadece c¢ift degerleri alabilir; yani

h?
H, = ((f+1),
Hy 21 (1)
burada, sadece ¢=0,2,4,--. Para-hidrojenin doénel Ulesim fonksiyonunu

hesaplayiniz, ve dusik ve yuksek sicaklik limitlerini degerlendiriniz.

(b) Ortho-hidrojendeki elektronlar bir Ggll yozlasmis simetrik durumdadir, boylece

, n? .
Ho = 57 U(E+1),

ifadesinde £ =1, 3,5,---. Ortho-hidrojenin donel tlesim fonksiyonunu hesaplayiniz, ve

dusuk ve yuksek sicaklik limitlerini degerlendiriniz.
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(c) N hidrojen molekilinden olusmus dengede bir gaz igin Ulesim fonksiyonunu
hesaplayiniz. (ipucu: Karisimda N, para- ve N,=N-—N, ortho-hidrojen
parcaciklarindan gelen katkilar GOzerinden toplayiniz. Titresimsel serbestlik
derecelerini yoksayiniz.)
(d) icsel enerjiye dénel katki (E,,..)'nin ifadesini yaziniz ve diisiik ve yiiksek sicaklik
limitlerilerini yorumlayiniz.

Aslinda, ortho-ve para-hidrojen arasindaki kuguk gecis hizlari nedeniyle ¢ogu
durumda karigim dengede dedgildir.

S

9. van Leeuwen teoremi. Asagidaki bigimde genel bir Hamiltonyene tabi, yuklu

parcaciklardan olusan bir gaz disundn:

N o o
; Pi r— -
H = +U(q1. -, qnN).
; 2m (@ iN)

Bir dis manyetik alan, B, icinde, kanonik momentumlar, p,, yerine p, — ed yazilir,
burada A vektor potansiyel, ve B =V x A'dir. Kuantum etkileri g6z ardi edildiginde,

problemin termodinamiginin B'den badimsiz oldugunu gdsteriniz.

3k >k %k %k %k %k % k
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