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8.333: istatistiksel Mekanik | Problem Seti #3 Son Tarih: 22/10/07

Kinetik Teori

1. Sifirinci derece Hidrodinamik : Carpismalarda pargacik sayisi, momentum ve
enerjinin korunumundan ortaya ¢ikan hidrodinamik denklemleri (bir tekdlze kutuda)
sunlardir:

on+ d,(nuy) =0

Pyp

1 1
Lats + Uy0ye = —;aaha — ;Pflﬁu“ﬁ

(

4 6tua + uﬁaﬁua = —%E)ﬁ
burada n yerel yogunluk, i = (5/m), ues = (Oqug + 0puy)/2, ve € = {mc?/2}, iginde
¢c=p/m-—1u.

(a) Sifirinci derece yogunluk,

12 3,0, 6) = G exp [ L0,
icin, basing tensorii Pyp = mn(c,cs)?, ve Isi akisi hy = nm{c,c?/2}° ' hesaplayiniz.
(b) (q, t), u(g,t), ve T(qG,t)'nin evrimini belirleyen sifirinci derece hidrodinamik
denklemlerini elde ediniz.
(¢) Yukaridaki denklemlerin D, In (nT73/2) =0 olmasi gerektirdigini gdsteriniz,
burada D, = 9, + uzdz akigizgileri boyunca maddi trevdir.
(d) HO(t) = [d® qd3pf2(®,q4,t) In f°(B,q,t) fonksiyonunun, p Uzerinden integralleri
aldiktan sonra, n(q,t), u(q,t), ve T(q, t) cinsinden ifadesini yaziniz.
(b)'deki hidrodinamik denklemleri kullanarak dH°/dt’yi hesaplayiniz.
(f) Dengeye gidiste (e)’deki sonucun gerektirdiklerini tartiginiz.

m———

2. Viscosity: Aralarinda w mesafesi olan iki tabaka arasinda bir klasik gaz dusunun.
Tabakalardan biri y = 0’da duragan, y = w’daki digeri ise sabit v, = u hizi ile hareket
etmektedir. Tek pargacik yogunluguna sifirinci derece bir yaklasim sdyledir,

1
2mkgT

F@9 = G &P [~ g ((0x = may)? +p5 + p2)]-

Bu ifade, tekdiize Maxwell-Boltzmann dagilimindan, her bir noktada ortalama hiz

degerini yerlestirerek elde edilmistir. (@ = u/w hizin gradientidir.)
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(@) Yukaridaki yaklagik ifade, df/dt # 0 oldugu halde carpisma terimi yok
oldugundan, Boltzmann denklemini saglamaz. Boltzmann denklemini, tek ¢arpisma
zamani yaklagimiyla asagidaki bigimde dogrusallastirarak, daha iyi bir yaklagiklik
f(P)'i bulunuz,

L~ 242 2~ -8
burada 7, carpismalar arasi karakteristik ortalama zamandir.
(b) y’'deki bir duzlemden birim alan ve birim zamanda gecgen pargaciklarin
momentumlarinin x bilesenlerinin net transferi I, 'yi hesaplayiniz.
(c) (b) sikkindaki cevabin, gazin her bir tabakaya uyguladigi bir tekdlize yanal kuvvet
E, = —Il,,yi belirtecek sekilde, y'den bagimsiz olduguna dikkat ediniz. n = F./a ile
tanimlanan vizkozite katsayisini bulunuz.
S

3. Istk ve madde: Bu problemde, atomlar ve 1gima arasindaki dengeyi incelemek igin
kinetik teoriyi kullanacagiz.
(a) Atomlarin ya taban durumlari a,, ya da daha yuksek ¢ enerijili bir uyariimis durum
a,’de bulunduklarini varsayalim. Atomlari, N tane sabit, toplam enerjisi E olan, iki-
durumlu sistemler toplulugu olarak dusinip (yani koordinat ve momentumlarini
gOzardi ederek), sicaklhk T’nin bir fonksiyonu olarak iki durumdaki atomlarin
yogunluklarinin orani n; /n,’1 hesaplayiniz.

Frekans!i w = ¢/h ve momentumu |p| = hw/c olan, asagidaki islemler yoluyla
atomlarla etkilesebilen y fotonlarini ele alalim.
(i) Kendiliginden 1gima: a; = ay +y.
(i) Sogurma: ag +y — a,.
(iiil) Uyarilmis 1sima: ay +y - ag +y +v.
Kendiliginden 1simanin o, olasihigiyla gergeklestigini, ve sogurma ile uyariimis
ISimanin sabit (agidan badimsiz) diferensiyel kesit alanlarinin sirasiyla o,,/4m ve
o, /4m oldugunu varsayalim.
(b) Atomlar n, ve n; yogunlugunda sabit sacilma merkezleri olarak alip, foton
gazinin yogunlugu f’yi tanimlayan Boltzmann denklemini yaziniz.

(c) Yukaridaki frekansa sahip fotonlarin denge yogunlugu f,,'yi bulunuz.
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(d) Planck yasasina gore, bir T sicakliginda fotonlarin yogunlugu, frekanslari w’ya
feq = [ exp (hw/kpT) — 1]7'/h? bigiminde bagdlidir. Bu, yukaridaki kesit alanlari igin
ne gerektirir?

(e) Sekilde cizildigi gibi, sinir x = 0 duzlemiyle cakisik bir grup atom Uzerine, x

ekseni dogultusunda 1s1k gonderildigi bir durum duagunelim.

y [~
__________ » \
,,,,,,,,,, - §
__________ - \ X
__________ ». \
~~
vakum ~. Mmadde (15, 7,)

Acikca, f x’e (ve p,'e) bagh, ama y ve z'den bagimsiz olacaktir. (b) sikkinda
6nerdiginiz Boltzmann denklemini, p = hwx/c momentumlu fotonlarin tekdiize gelen
akisi durumuna uyarlayiniz. Gelen akinin azalisini belirten giris uzunlugu nedir?
sk ke ko s

4. Denge yodgunlugu: Bir dis potansiyel U(qG) iginde m kiitleli N tane pargacik igeren
bir gaz ele alalim. Tek pargacik yogunlugu p,(p,q,t)'in Boltzmann denklemini
sagladigini varsayalim. Duragan bir ¢ézUm, yani dp,/dt = 0 igin, Liouville teoremine
goére p,'in p; x exp [-B(p?/2m + U(§))] bigiminde olmasi yeterlidir. H-teoremini
kullanarak, bunun ayni zamanda gerek sart oldugunu, asagidaki bigimde ispatlayiniz.
(@) Toplam enerji E =(H)nin sabit olmasi kisitina baglh kalarak
H =N [d®pd3Gp,(B,q) In p,(B,q)’i minimize eden p;(B,G)'i bulunuz. (ipucu: Kisiti
zorlamak icin Lagrange c¢arpanlari yontemini kullanin.)

(b) iki gazli bir kanisimda (m, ve m, kitleli parcaciklar) sabit toplam enerji kisiti

altinda H = H@ + H®>yi minimize eden p{* ve p* dagilimlarini bulunuz.
3k 3k sk ok ok sk ok ok
2. Sinava hazirlik i¢in dersin web-sayfasinda verilen problem ve ¢ézumlerin gdézden

gegciriimesi, yukaridaki problemlerde size yardimci olacaktir.
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