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8.333: istatistiksel Mekanik | Problem Seti #2 Son Tarih: 10/10/07
Olasihk

1. Rekorlar kitabr: Bir rassal sayilar dizisi {x;, x,, -, x,, --- }'i ele alalim; x,, girdisi, eger
kendinden Once gelen tUm sayilardan daha buyukse, yani x,, > {xq,x,, ", x,_1} ise,
bir rekordur. O zaman, bununla baglantili bir gostergeler dizisi {R{,Ry,**, Ry, - }i
tanimlayabiliriz, dyle ki eger x, bir rekorsa R, =1, degilse R, = 0’dir (sUphesiz
R, =1).
(a) Varsayalim ki, her bir x,, girdisi ayni olasilik dagilimi p(x)’den alinsin. [Bir bagka
deyisle, {x,}ler BADdir (bagimsiz aynen dagiimis).] p(x)’in bi¢ciminden bagimsiz
olarak, x, girdisinin bir rekor olma olasiligi P, i¢cin ¢ok basit bir ifadenin oldugunu
gosteriniz.
(b) Rekorlar Guinness Rekorlar Kitabi’na girilmektedir. Rekorlarin ortalama sayisi
(Sy), N denemeden sonra nedir, ve N > 1 i¢in nasil buyur? Eger denemelerin sayisi,
ornegin bir spor dalindaki katilimcilarin sayisi, her yil iki katina ¢ikarsa, rekor
kitabindaki girdilerin sayisi zaman igcinde asimptotik olarak nasil bayur?
(c) Rekor gostergeleri {R,}'nin (0zdes olmasa da) bagimsiz rassal degigkenler
oldugunu ispatlayiniz, bdylece m # n i¢in (R, R,;,). = 0 olacaktir.
(d) N girdiden sonra rekorlarin toplam sayisi Sy’nin tim momentleri ve ilk Ug¢
kimulantini hesaplayiniz. Merkezi limit teoremi Sy icin gecerli midir?
(e) ik rekor elbette n,; = 1 icin gerceklesir. Eger liciincii rekor, deneme sayisi n; =
9’da ortaya cikarsa, ikinci rekorun konumu icin ortalama deger (n,) nedir? Dérdlncl
rekorun konumu igin ortalama deger (n,) nedir?

S
2. Zar: Hileli bir zarda 6, 1’e gore iki kat daha sik gelmektedir.
(a) Zarin 6 yuzu igin nesnel olasiliklari hesaplayiniz.
(b) Zar hakkindaki yukaridaki ifadenin bilgi icerigi (bit biriminde) nedir?

sk ke ko s
3. Rassal kaplama: Bir ayna, vakumda, bir altin elektrodun elektrik akimi gegirilerek
buharlastiriimasiyla kaplanmaktadir. Altin atomlari tim yonlerde ugusur ve bir kismi
cama (ya da cam plakaya dnceden gelen diger altin atomlarina) yapisir. Kaplanan
atomlarin her bir sirasinin komsu siralardan bagimsiz oldugunu ve ortalama kaplama

hizinin saniyede d tabaka oldugunu varsayalim.

Sayfa 2 www.acikders.org.tr



: ‘&@
Istatistiksel Mekanik | udbMk Problemler

(a) Bir t sure sonra, bir noktada m tane atom kaplanma olasiligi nedir? Camin ne
kadarlik kismi hi¢ altin atomuyla kaplanmamigtir?
(b) Kalinliktaki varyans nedir?

sk ok 3ok sk
4. iki boyutta yari-esnek polimer: Bir model polimerin konfigiirasyonlari, ya iki boyutta
a uzunlukta vektorlerin bir kimesi {t;} ile (i =1,---,N), veya onun yerine asagidaki

sekilde gosterildigi gibi, ardisik vektorler arasi acilar kimesi {¢;} ile tanimlanabilir.
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Polimer bir T sicakligina, ve sdyle bir enerjiye sahiptir

N-1 —1

H=—~r E t; -t = —ra® COS O;
1

>

i=1 i

burada k bukme sertligiyle iligkilidir. Herhangi bir konfiglrasyonun olasiligi exp (—=H/
kgT) ile orantihdir.

(@) (ty, - t,) < exp (—|n —m|/&) oldugunu gosteriniz ve devamlilik uzunlugu ¢, = a&
icin bir ifade elde ediniz. (Yaniti, basit integrallerin orani olarak birakabilisiniz)

(b) Sekilde gizildigi gibi ugtan uca mesafe R'ye bakalim. N > 1 limitinde {R?} igin bir
ifade bulunuz.

(c) N » 1 limitinde p(R) olasiligini bulunuz.

(d) Eger polimerin uglar bir F kuvvetiyle cekilip acgilirsa, polimer konfiglrasyonlarinin

olasiliklari exp (:'—';) Boltzmann agirligiyla degisir. Bu agirligin acilimini yaparak veya
B

bagka sekilde sunu godsteriniz
(Ry=K~F+0O(F®),
ve Hook sabiti K igin dnceden hesaplanmis nicelikler cinsinden bir ifade yaziniz.
n——
5. Jarzynski esitligi: Bir T sicakliginda dengede olan, makroskopik bir sistemin, bir u
mikro durumunda olma olasiligi goyledir, p(u) = exp [-BH (n)]/Z, burada H (u)
mikrodurumun enerjisi, § = 1/(kgT)’dir, ve normallestirme c¢arpani serbest enerjiyle

soyle iligkilidir, —BF = InZ. Dig is W’yu yaparak sistemin makroskopik durumunu,
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yeni durumda da T sicakliinda dengede olacak sekilde, degistiriyoruz. Ornegin, bir
gazin hacminin, bir pistonu L(t) =L, + (L, —L,)t/t seklinde hareket ettirerek
degistirildigini dusundn. Protokole (yani u = (L, — L;)/t hizi) bagli olarak, slreg¢
tersinir olmaya yakin veya uzak olabilir. Yine de Jarzynski esitligi, W isi icin olasilik
dagihimini serbest enerjinin dengede degisimi ile iligkilendirir.

(a) Isin yapilma surecinin tamamen deterministik oldugunu varsayalim, éyle ki verili
bir protokolde, baslangictaki herhangi bir u mikrodurumu, belli bir u' nihai
mikrodurumuna evrilecektir. Yapilan is miktar1 W (u) baslangi¢ mikrodurumuna gore
degisir ve dolayisiyla, dengedeki p(u) ile iligkilendirilebilen bir olasilik dagilimi p,(W)
olur. Ancak, nihai mikrodurumun enerjisi tam olarak H'(u) = H () + W(w)'dir.

Zamanda tersinme simetrisi geregdi, eger tum momentumlari aniden tersine gevirip,

protokoll tersine igleterek, zamani tersine c¢evrilmis mikrodurum ; deterministik
olarak u mikrodurumuna geri evrilir, ve —W (w) isi geri kazanilir. Ancak, bdyle yapmak
yerine, protokolu tersine gevirip isi geri kazanmadan once, sistemin T sicakliginda
yeni makrodurumunda dengeye gelmesine izin veririz. Geri kazanilan is - W, segilen
mikrodurumun bir fonksiyonu olacaktir, ve p'(u) = exp [-BH (u)]/Z ile iligkili farkli
bir olasilik p, (—W)’ye gore dagilacaktir. Genel olarak p.(W) veya p,(—W)’yi bulmak
mumkun degildir. Ancak, zamanda tersinmis bir mikrodurum ciftinin olasiliklarinin

tamamen esit oldugunu gozeterek, oranlarinin sdyle oldugunu gosteriniz:

-pf(ﬂ')
(=)

Yukaridaki sonucu ispat etmek icin bazi varsayimlarla yonlendirildiyseniz de, bu

=exp (W + F — F")].

sonug aslinda daha genel olarak gegerlidir ve ig-dalgalanma teoremi olarak bilinir.

(b) Jarzynski egitligini ispatlayiniz

AF =F —F=—kpTh(e7?"") = —kpThh l / dWps(W)e P

Bu sonug ilkesel olarak, dengedeki serbest enerji farklarini, denge digi is olgimleri
toplulugundan hesaplamakta kullanilabilir. Ornegin, Liphardt, et. al., Science 296,
1832 (2002) makalesinde tek bir RNA molekulini germek igin gereken is
hesaplanmig, ve serbest enerjideki degisimle iligkilendirilmistir. Ancak, deneme
sayisi, ortalamasi alinan, nadir olaylarin baskin oldugu ustel fonksiyonun dogru bir

sekilde elde edilmesini saglamaya yetecek kadar buyuk olmaldir.
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(c) Asagidaki bilindik termodinamik esitsizligi ispatlamak icin Jarzynski esitligini
kullaniniz.

(W)=AF
(d) ilk asamada bir W — w isinin yapildigi ve tersinmis siirecte —W isinin geri
kazanildigi bir cevrim dusunelim. Termodinamigin ikinci yasasina gore, net kazan¢ w
pozitif olmahdir. Ancak, istatistiksel fizikte bu kosulun ihlal edilmesi her zaman
mimkiindir. ikinci yasay! ihlal etme olasiiginin agagidaki sekilde ihlalin derecesiyle

azaldigi gikarimina varmak igin, yukaridaki sonuglari kullaniniz.

-Bw
Pikinci yasay1 ihlal etme((‘)) =e g

3k 3k %k 3k %k sk k ok
Jarzynski bagintisi Gzerine yakin tarihli bir makale olarak, bkz. Crooks and Jarzynski,
Phys. Rev. E 75, 021116 (2007). Rekorlarla ilgili yakin tarihli bir yayin surada
bulunabilir: J. Krug, J. Stat. Mech. (2007) P07001.
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