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18.06 Professor Strang FINAL 16 Mayis 2005

1 (10 Puan) B,...,P, R"deki noktalar olsun. (a,,a;,,...,a,,) P; ‘nin koordinatlaridir.

Butin n P; noktasini igeren bir c¢,x +...+c¢ X, =1 hiperdizlemi bulmak istiyoruz.

a) Bu hiperduzlemin c’lerini bulmak i¢in hangi denklem sistemini gozmek gereklidir?

b) R¥te (bu formda) bir hiperdiizlemin var olmayacag: bir érnek verin. Ve bu formda
birden fazla hiperduzlemin olabilecegi bir 6rnek verin.

c) Noktalarin ya da onlarin koordinatlarinin hangi kosullari altinda bu denkleme sahip
tek bir yaklasik hiperduzlem yoktur?

Co6zum:

a) (a,,a;,,...,a,)koordinatlarinin ¢ x +...+c x, =1 denklemini saglamasini istiyoruz. O
zaman ¢ozmemiz gereken denklem sistemi Ac =1’dir:

C,ay, +Cyay, +...+C X, =1
Cay +Cay, +...+C X, =1

ca,+ca,+..+¢ X, =1

b) Eger P; noktalarindan biri orijinse, verilen formda hi¢bir duzlem yoktur.R3’te bir
ornek (0, 0, 0) , (1, O, 0) ve (0, 1, 0) noktalri ile verilir: (tek) x3=0 duzlemi
Uzerindedirler ve bu duzlem olmasi gereken formda degildir.

c) det A = 0 tam olarak tek bir ¢ozUmu yoktur. Bunun geometrik olarak anlami sudur
ki P; noktalari R"in (n-1)-boyutlu bir altuzayi zerindedirler.

2 (10 Puan) a) Pivot degigkenlerine ve serbest degiskenlere (bunlar 1 ya da O
degerini alirlar) dikkat ederek Ax =0igin tam bir “6zel ¢ozimler” kimesi bulun.

1 2 3 45
A=l1 2 3 4 6
0 00O0GO

b) ve c) Bu 6zel ¢ozumlerin sifir uzaylr N(A) icin bir taban oldugunu ispatlayin.
ispatlamaniz gereken iki gercek nedir? Bunlar bu problemin b) ve c) kisimlaridir.

Cozum:

a) Ik satiri ikinciden gikarirsak, su matrisi buluruz:
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1 2 3 45
Uu=/0 0 0 0 1
0 00O0O

(R satirca indirgenmis basakh formunda, 5 degiserek 0 olur.) Birinci ve sonuncu pivot
degiskenleri,, geri kalanlar ise serbest degiskenlerdir. Ax=0-nin “6zel ¢ézimleri”

0

.| 0 |’dir.
1
0

b) ve c) Bu Ug vektorin dogrusal bagimsiz olduklarini ve sifir uzayini gerdiklerini
ispatlamamiz gerekiyor. Ikinci,iclincti ve dérdiincli koordinatlari disiindiigiimiizde,
bunlarin sifir yapan bir toplamlarinin katsayilari sifir olmak zorundadir. Sifir uzayinin
boyutu t¢ oldugundan( A matrisinin ranki 2 idi) , vektorler sifir uzayini gerer.

3 (10 Puan) a) Ax=b’nin ¢dziminin olmayacadi ve A'y=c’nin sadece bir
¢6zUmUunun olacagi mxn A matrisi ve b, ¢ vektorleri arlyorum. Neden bunlari
saglayan A, b ve c¢ ‘yi bulamam?

b) Size R™de b ve p vektorleri ile a,a,,...,a,dogrusal bagimsiz vektorlerini vermis

olayim. Eger p'nin, b'nin a’lar tarafindan gerilen altuzay Uzerine bir izdisimu
oldugunu iddia edersem, bunun dogrulugunu gérmek i¢in hangi testleri uygularsiniz?

CO6zum:

a) Ax=Db’nin higbir ¢6zimunun olmamasinin kosulu A’'nin situn uzayinin m’den daha
kiiciik olmasidir. Aslinda, rank r < m. ATy =c’nin tek bir ¢ézimi oldugundan A"nin

sutunlari bagimsizdir. Bu A"nin ranki r = m ‘dir demektir. Bu celiski A, b ve ¢
bulamayacagimizi kanitlar.

b) iki ifadeyi kontrol etmeliyiz: b-p vektori a,a,,...,a tarafindan gerilen uzaya diktir
ve p vektdrl bu uzaydadir. Kontrol ettigimiz ilk durumda a,.(b—p),...,a,.(b— p) skaler

carpimlarinin herbirinin sifir olup olmadigina bakariz. ikinci durumda ilk n satiri
a/lerin koordinatlari ve son satiri p’nin koordinatlari olan (n+1)xm matrisi distnir(z.
Ancak ve ancak yok etmenin son asamasinda son satir sifir satiri olursa p vektoru
a/lerin germesindedir.
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1211
4 (10 Puan) a) B= tiid 'nin determinantini bulun.
1121
111 2
(2 1 1 1 1]
1 2111
b) A5e5lik A=|1 1 2 1 1|matrisiolsun. A-I' nin rankinin1 olduguna ve A’nin
111 21
11 1 1 2]
izinin olduguna dikkat ederek A'nin batlin bes 6zdegerini bulun.

c) Ain (1,3) ve (3,1)'deki elemenlarini bulun.
Cozum:

a) Determinanti bulmak igin ikinci satiri butiin satirlardan gikaririz.

0100
11 11 11l
det B = det =—det|0 1 0|=-1.
0 010
0 0 1
0 001

b) 1=11116. A-/ ‘nin bitln satirlar! bibrine esit oldugundan ranki birdir. O zaman 4

O0zdegeri de sifirdir. A’'nin 6zdegerleri, A-I’ nin 6zdegerlerinin bir fazlasina esittir. O
zaman A'nin 6zdegeri 1dir dort kathdir. A’nin izi 10°dur, Oyleyse 10-4=6 bir
Ozdegerdir.

c) A simetriktir, Oyleyse A7 de simetriktir. Kofaktér formidli  sunu
. detB
det A
halde A ‘in (1,3) ve (3,1)'deki elemanlarinin ikisi de -1/6'dir diyebiliriz.

verir: (A™),, = (-1 , ve 6zdegerlerinin carpimina esit oldupundan det A = 6. O

5 (10 Puan) a) A’nin 6zvektorleri x; = (3,1) ve x2 = (2,1) olacak sekilde A matrisini
(verilmeyen 2 elemani bulun ) tamamlayin:

ot

b) Ozvektérleri ayni x5, x» olan ve ézdegerleri 4, =1 ve A, =0olan farkli bir B matrisi
bulun. B nedir?

Cozum:
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U4IDMK

2
a) A matrisi Az[ ) 7}. [a b]A matrisinin ikinci satiri olsun. x; 6zvektér oldugundan,

12

3
1 3a+b

Ax, = A4 X, 'dir ve Ax, = /1{ } :{ } A =4 ve dolayisiyla 3a+b=4. Benzer sekilde,

2 10
X2 Ozvektor oldugundan, Ax, = A4,X,'dir ve Ax, = 4, L} :{Za b] A, =5 ve dolayisiyla
+

2a+b=5.0zaman a=-1 ve b=7.

b) B =SAS™"ki S matrisinin situnlari x; ve x, vektorleri, A’da elemanlari 1 ve 0 olan

; _— 3 2|1 0|1 2| |3 6|
kosegenel matristir. B = = AT =A ve
1 1]|0 Of-1 3 1 -2

B =SAMYS?'=SAS?=B.

6 (10 Puan) P(z)=c,+cz+c,z°+c,z°polinomunun dort katsayisini  P(z)’nin
z =1,i,i%,i* noktalarindaki Y1, Y2, ¥3, Yadeg@erlerini bilirsek bulabiliriz.

a) Cyp, C1, C2, €3 ‘U bulmak icin hangi denklemleri ¢ézmek gerekir?

b) Katsayi matrisinin 6zel bir 6zelligini yazin.

¢) O denklemlerdeki matrisin tersinin alinabildigini ispatlayin.

Cozum:

a) Asagidaki denklemleri ¢ozecegiz:

Co+C +C,+Ci=Y,
C, +ic,—C,—ic, =,
Co—C+C—C =Y,

Co—I1G—C+IC =Y,

Katsayi matrisi de

11 1 1 1 1 1 1
I:_1i—1—i_1ii2 i®
1 -1 1 -1} (22 i i* i°|
1 - -1 i (A R R

b) Fin dik situnlari var ve simetrik. Ayni zamanda bir Vandermonde matrisidir: her
sutun bir sayinin ilk dort katini ( sifirinci kuvvetten baslayarak) igerir.
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¢) Fnin sUtunlari dik ve sifirdan farkli oldugu igin, matrisin tersi alinabilir. Tersi ;’tijr.

2 3
, 1

Bu Vandermonde matrisinin determinanti 1, /, i Un farklarinin carpimina esittir.

det F = (i —1)(=1=1)(=1—i)(=i —=1)(=i —i)(=i +1) = —16i .

7 (10 Puan) S R”nin 4-boyutlu altuzayi olsun. Ve P de S lizerine bir izdiisiim matrisi
olsun.

a) P’nin yedi 6zdegeri nelerdir?

b) P’nin butan 6zvektorleri nelerdir?

c) Egeru(0)’dan baglayarak %:—Pu(eksi isaretine dikkat) ¢ozerseniz, t — «wiken

ut) nin ¢Ozumu kararl duruma yaklasir. U(®) |imit vektdrini tanimlayabilir misiniz?
Co6zum:
a) P ‘nin yedi 6zdegeri 1,1,1,1,0,0,0°dr.

b) 1 6zdegerine bagli 6zvektorler S’in sifirdan farkh olan vektorleridir. 0 6zdegerine
bagli S’in dik butunleyenindeki sifirdan farkli vektérlerdir.

ut)=vie" +V; Byrada v; Ste
u(w) =V

c) Diferansiyel denklemin u(t) ¢6zUmu su formdadir:

bir vektér ve v, Sin dik buatinleyeninde bir vektordar.
soyleyebiliriz ve u(0)'in S’in dik butinleyenine dik izdlisimune esittir.

2 0ldugunu

8 (10 Puan) Favorim -1, 2, -1 matrisi fazladan sifirlarla birlikte asagidaki matrise
doénmis olsun:

2 0 -1 0
0 2 0 -1
A —
-1 0 2 O
0 -1 0 2

a) Oyle bir P permiitasyon matrisi bulun ki

2 -1 0 O

g-papr=| L 2 0O
a 1o 0 2 4 olsun.

0O 0 -1 2
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b) B'nin 4 6zdegeri nelerdir? Bu matris kdsegenlestirilebilir mi degil mi?

c) A'nin da B ile ayni 6zde@erlere sahip oldugunu nasil bilebilirsiniz?0O zaman A
pozitif belirlidir- dyleyse u, v,w, z ‘nin hangi fonksiyonu u=v=w=z=0 diginda pozitiftir?

Cozim:
1000
0010

a) P matrisi g 1 o g/olsun. P’nin aradigimiz matris oldugunu kolayca kontrol
0 001

edebiliriz.

b) B blok koésegenel matris oldugundan, 06zdegerleri kosegenel bloklarin
Ozdegerleridir. Bizim sorumuzda, iki blok aynidir ve her blogun 6zdegerleri 3 ve 1
‘dir. O zaman B’nin 6zdegerleri 3, 3 ,1, 1’dir.

c) P permitasyon matrisi oldugundan, diktir , bu yiizden P"=P"dir.B matrisi, bu
yuzden A matrisi gibidir ve A ve B ayni 6zdegerlere sahiptirler diyebiliriz.

u, v,w, z ‘nin u=v=w=z=0 duurmu disinda pozitif olan fonksiyonu ise

[u v w z]A  [=2(U®+V+W +2° —uw-vz)

N = < C

9 (10 Puan) a) Tekil A matrisinin sifir uzayina dik olan buttn vektorleri tanimlayin.
Bunu sifir uzayini hesaplamadn yapabilirsiniz.

1 3
A=|2 2
2 1

~ O

b) Eger A’'nin sutunlarina Gram-Schmidt uygularsaniz, hangi birim dikey vektorleri
elde edersiniz?

c) A ‘nin “indirgenmis” LU carpimini L'de sadece 2 sutun ve U'da sadece 2 satir
olacak sekilde bulun.

Co6zum:

a) A'nin sifir uzayina dik olan vektérler A’nin satirlanidir. A'nin tekil oldugunu
bildigimizden ve ranki 1 olmadigindan, A'nin ranki ikidir. ilk iki satir bagimsizdir,
dolayisiyla A’nin sifir uzayinin dik bitlnleyeni su iki vektor tarafindan gerilir:
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U4IDMK
3| ve |2
7 6
1 2 0
1 2 L 0 0
b) 3|5 ve vektorlerini elde ederiz.
2 -1 0
1 0
_ 1 3 7
¢) “Indirgenmig” LU ayrisimi, U’daki sifir satirini gormezsek A=|2 ; 0 -4 -8l
2 —
L 4

Ara adimlar: Yok etmeyi uygulamaya baslarsak sunu buluruz:

1 0 0}|l1 3 7 1 3 7
-2 1 0]|2 2 6|={0 4 -8
-2 0 1|2 1 4| |0 -5 -10
ve devam edersek
1 ojjr 3 7 1 3 7
1 0{|0 4 -8|=/0 -4 -8
0 - S 1 0 -5 -10 0 0 O
L 4 ]
Batan bilgileri birlesitirirsek
1 3 7 1 0 0|1 0 Ofj1 3 7
2 2 6/=/2 1 0|0 1 0||0 4 -8
2 1 4 2 01 0 % 1 0 0 O

ve sagdaki ilk iki matris garparsak

N N

N W

~ o N
I

2

AlOl » O

0
0

1

1
0
0

3 7
-4 -8|
0 0

Sondaki matrisin son satiri tamamen sifir oldugundan soyle diyebiliriz
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137 0
1 3 7

2 2 6l=l2 1
2 1 4 5|0 4 8J

2_

_—y

Bu A’nin “indirgenmig” LU ayrisimidir. L'nin sttunlarini U'nun satirlari ile garparsak

1 0
A=[0|[1 3 7]+|1|[0 -4 -8]
0 5
L4 ]
10 (10 Puan) A=UzV' tekil deger ayrisiminda
11 1 1
-1 2 2 1000
1 1 -1 1 -1
Uzg 2 -1 2|2=/0 4 0 OV:1 L 1 _1|olsun.
2 2 -1 0 00O
1 -1 -1 1
a) ATA’nin d6zdegerlerini bulun.
b) A’'nin sifir uzayi igin bir taban bulun.
¢) A'nin sUtun uzayi igin bir taban bulun.
d) —A"un tekil deger ayrisimini bulun.
Co6zum:
;
a) ATA'nin 6zdegerleri, kdsegenleri 1,16,0,0 olan 4x4 kdsegenel matris 22

Ozdegerleri ile aynidir.
b) N(A) sifir uzayi V'nin son iki satiri tarafindan gerilir.

c) A’nin sutun uzayir U'nun ilk ikisitunu tarafindan gerilir, ve U'nun tersi alinabildigi
icin  bu iki vektor yine bagimsizdir.

T T T
d) —A"un tekil deger ayrisimini A =(VIZU glarak yazin.
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