8.04 Kuantum Fizigi

Ders XXI

Ozet: Ac¢isal momentumun tiiretimi

L=rxp
L, = yp, — zpy, etc.
[z,py] =0, etc.

Acisal momentum degistirme bagintilar

[Le, L) = ihL,
[Li, L7] = ih,EijkLk

Levi- Civita simgesi

+1 xyz’nin ¢ift permiitasyonu
€ijk = )
—1 tek permiitasyon

Genel olarak, L, L, L. nin eszamanli1 6zdurumlar:1 yoktur

L?=L2+L+ L2
[L?, L,] = [L? L,] = [L} L.] =0,

L?ve bir bileseni (L) nin eszamanh 6zdurumlaridur.

(21-1)
(21-2)
(21-3)

(21-6)

Genelligi kaybetmeden L* ve L. nin |/, m) eszamanli 6zdurumlarini tanimlayalim

oyleki
L.|l,m) =mh|l,m) —  mmanyetik kuantum sayis1 (21-9)
. [ > 0 toplam ortalama
2 _ 2 =
LAt m) =R+ Dt m) - — (momentumun kuantum sayisi (21-10)
(', m/|l,m) = 66, —  ortonormallik (21-11)
Artiric1 ve Eksiltici Islemciler
Li=L,+iLl, =L} (21-12)
[L?, Li] =0 (21-13)
Not. L. I’yi korur.
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Li|l,m) = |l7r7z\:/|: 1), from [Ly,L,] = FhlLy (21-14)
Not. L. manyetik kuantum sayisini 1 artirir (eksiltir)

(A,m=E1l,m=+1) = (Lal,m|Lel,m) =PI Fm)I+m+1) (21-15)

Im| <1 (21-16)

L. m’yi 1 artirdigindan, bazi mumay ler igin L+ |1, mmax) veya

<l,mr/n;+ 1, Mo + 1) = 7*(l — Mumax) (L + Mnax + 1) =0 (21-17)
ihtiya¢ duyariz.
D1-18)
L_|l,mmin) =0, bazi My, i¢in (21-19)
<l,m;;— 1|l7m;i\n/— 1) = B*(1 + Mumin) (I — Miin +1) = 0 (21-20)
(21-21)

ZIra Mmax— Mmin = tamsay1 (L nin | /, mmin>’e uygulanmasinin tam say1 olmasi).
Mmax— Mmin = 2/ = tamsay1. (yar1 tamsayinin / tamsay1si)

Durum vektor yazilimi ve dalga fonksiyonlari

Keyfi bir | 1) durumunun ayristirilmasinda, ki bu | ) enerji 6zdurumlari cinsinden,

) = ealn) (21-22)

n

Cn = (n[1)) (21-23)

Benzer sekilde, | 1) durumunun izdiisiimiinii dyle bir duruma alabiliriz ki burada pargacik
x’de belirli olarak bulunur ve baska bir yerde olamaz. Yani, konum vektdriiniin x,
ozdegerli, |xy) 6zdurumuna getirilir.

Z|xo) = Xo|To) (21-24)

(Konum uzayinda, bu durumlar §-fonksiyonudurlar.) Dalga fonksiyonunu 6zdurumlarin
stirekliligi cinsinden aginima tabi tutabiliriz

|v) = /du(fz)h:) (21-25)
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gibi

Sh<i

Sekil I: Bir durum vektoriinlin baz vektorlerine ayrismasi

burada |x), zdegeri x olan konum islemcisidir, fc|x> = x|x> , ve aginim katsayilari

c) = (x| ). (21-26)

ile verilir.
c(x)dx, parcacigi [x, x + dx] araliginda bulma olasilig1 oldugundan, konumsal dalga
fonksiyonunun aginim katsayilarini belirleyip

v, =[d s o (21-27)
—~— — =~

keyfi durum skaler katsayr ~ x 6zdurumu

_ . |1) vektoriiniin konum
Yia) = {zlv) (szurumu |z)e izdistimii ) - (2-25)

olarak yazabiliriz.

Konum uzayindaki y(x) dalga fonksiyonu, | ) durumunun konum 6zdurumlari cinsinden
acinim katsayilarinin bir kiimesidir, yani parcacigin x’de konuslandig1 konum 6zdurumuna
| ) durumunun bir izdiigiimii gibidir. Benzer sekilde, momentum 6zdurumlari cinsinden
acinim yapalim

) = [ dkawlR) (21-29)
B(k) = (l). (21-30)

Momentum uzayindaki dalga fonksiyonu, momentum 6zdurumlari cinsinden aginim
katsayilarinin bir kiimesidir. Benzer sekilde, | 6, ¢) 6zdurumlarimin kutupsal koordinatlarda
(yani, parcacigin belirli olarak 6, ¢ ile verilmis yonlerde bulunup, baska bir yerde
bulunmamasi):
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) = [ d2e(0,0)16.) (21-31)

2 T
_ / do / sin 0d0c(8, 6)|6, ) (21-32)

0 0

2 —1
— [ as [ dtcosorets. o). ) (21-33)

0 -1

acisal dalga fonksiyonu

Y(€¢> = 6(97¢) = <97¢|77/)>7 (21_34>

ile acisal 6zdurumlar cinsinden aginim katsayilaridir.

Y

Sekil II: Kiiresel koordinatlarda 6, ¢ agilar

I, m) agisal momentum 6zdurumunun dalga

“Aci1 temsili”’nde
fonksiyonu

|/, my durumuna kars1 gelen dalga fonksiyonu

Yim (0, ¢) = (0, 9|1, m) (21-35)
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n

g
i dx;

ispatsiz: L. = xp, +yp, vs.’yi kutupsal koordinatlarda yazip ve p, = yi yerine yazarsak,

asagidaki islemci ifadelerini elde ederiz:

h 0
z = - o) 21-
1 90 (21-36)
» 0 0
Ly =he*™ | £— +icotf— ). 21-
+ =he ( 89+200t98¢) (21-37)
L. denklemi soyle yazilir:
(0, 9|L.|l,m) = hm(8, o|l,m) (21-38)
= hmY, (0, ¢) (21-39)
h o
L|lm)=—-— -
(6.6IL-|t.m) = 5 50,0/t m) (21-40)
h o
= ——Yim(6, 21-41
e Yin(0,0) (21-41)
Bu diferansiyelin ¢oziimii
nm(97 ¢) = ]jlm(g)eimq5 (21'43)
olur.
m = [ uzatilmig durumu L+ |, m = [) = 0 ile 6zdeslestirilir veya
neie( 2 + i cot 02 Yu(6,4) =0 (21-44)
06 Jo ’ ’
ga + i cot 02\ p (0)e™? = (21-45)
09 20)" " ’
0
(% — lcot 9) Py(9)eth¢ =, (21-46)
g—l t0 | Py(0) =0 (21-47)
90 co ulv) =Y, =
¢coziimii ise Py (6) = (sin@)’. Sonug olarak,
Yi(0, ¢) = Cy(sin 0)'e® |, (21-48)
HO’da oldugu gibi, m</ i¢in 6zdurumlar L_ yi Y;’ye uygulayarak bulunabilir
Yu(6,9) = (L)' " (sinf)'e" |, (21-49)
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burada L islemcisi sayfa XXI-5’te verilmistir. Bunlar kiiresel harmonikler olup, sdyle

verilirler
20 +1(1—m)l]? |
Yim (6, ¢) = (_1)7"[ ;7; gl - Zg'] P™(cosf)e™? | for m >0 (21-50)
Y _m(0,0) =Y, |, form >0 (21-51)
burada P;, (cos0) yardimel Legendre polinomlaridir.
_m l—-m
DM\ l+7rz(l+m)!(1_n2) 2 d AV .
PM(u) = (-1) (—m)] 511 7u (l—wu®), form>0  (21-52)
—m . m (l - m)| m
B () = (<)) (s () (21-53)
Birinci kiiresel harmonikler sunlardir:
1
Yoo = —
O Var [=0 (21-54)
3
Y11 = —4/ —€sin6
8T
Yig = ? 6
=Y gz °* I=1 (21-55)
3 ,
Vi1 =44/ —e "sinf
’ 8
15 .. . )
Yoo = ? €% sin’ 9
327
15
Yo = — =2 619 sin § cos §
8T
5 : =
Yao = 4/ ——(3cos* 0 — 1) =2 (21-56)
167
15 _;
Yy 1 = —1/ —e “sinfcosd
’ 8
15 ,
Yy 5 =1/ —e %%sin?0
’ 327
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v,
(a) |Yool? (b) [Y1:[? (c) [Y10]?

Sekil I1I: Baslangi¢ noktasindan degisme yapan egrinin verilen bir yondeki mesafesi
| Y| ? nin degerini verir.

Acisal momentumun kuantum mekanik 6zelliginin geometrik
yorumu

Klasik olarak bir nesnenin agisal momentumunu tamamen bir eksene drnegin z-eksenine
yonlendirilebilir. Bu takdirde klasik olarak (L) =(L)ave L= L, =0 olur. KM’de ise L.
ve L, sira degistirmediginden, aralarinda bir Heisenberg belirsizligi éngdriir. Kuantum

mekaniksel olarak, agisal momentumun en biiyiik z-bilesenidir ki burada verilen bir toplam
acisal momentum / i¢in m =/ olur, ancak

(I,m = 1L2|l,m =1) = R*I(1 + 1) (21-57)
> (I,m = 1|L],m =1 (21-58)
= 2l (21-59)

Sonug olarak, baz1 agisal momentum bazi baska yonii gostermelidir:

L+L2=L"-12 (21-60)
=Rl +1) — R (21-61)
= [h? (21-62)
#0 (21-63)

Boylece Vin acisal momentumu baska yonii géstermek {lizere mevcuttur.
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Uzatilmis m = / durumunda Ly, L,’yi analiz edelim:

(Ly)m=t = (I, m|L|l,m) (21-64)
1
= (I, m|5(Ls + L)l m) (21-65)
1 — P
= §(<l7m|l7m+1>+(l,m|l,m—1)) (21-66)
= (21-67)

zira farkli kuantum sayili durumlar birbirlerine diktirler. Boylece, (L,) = (L,) = 0 olur.
(Benzer sekilde L, i¢in). Bu takdirde, kayip agisal momentum nerededir?

(2o = (L + P m) (21-65)
= mlI 4 Lo L+ L L+ I2)m (21-69)
— i(l7 m|L L_+L_L.)l,m (21-70)
_ iu,mu“z — L2+ hL, +12 - L2 - kLM, m (21-71)
— %(l,m = {|L? — L?|l,m) (21-72)
_ %z(z DR - 2 (21-73)
_ éfﬁ (21-74)

ve benzer sekilde <L§> igin:

. . [
(L2) =(L2) = 5732 (21-75)
(Ly) =(L,) = 0 olmasina ragmen, x- ve y- bilesenlerinde baz1 agisal momentum belirsizlik
olarak bulundurulur. / sabit oldugundan, agisal momentum i¢in asagidaki geometrik sekli
cizebiliriz:

Not. z-yonii hakkinda 6zel bir sey yoktur, 6rnegin x ekseni bolunca maksimum yonlenmis
m = [ (veya bagka bir yonde)’yi |/, m ) durumlarinin bir lineer bilesimi ile
hazirlayabilirdik.

l
Lm=1= Y cull,m). (21-76)

m=—I
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L X, (.;,
/ cember boyunca dagitilmistir.

,/ I
wf)f’“a// . yarieap | fro "¢

Sekil IV: |, m ) verilen durumu igin, agisal momentum verilen m-degerine karsi gelen
cember boyunca yonlendirilir, ancak bu yonii 6nceden tahmin edemeyiz, yani, L, ve L,
bilesenlerini.
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