8.04 Kuantum Fizigi DersXIX

Bu takdirde
H|1) = Ha'|o) (19-1)
= ([ﬁ,&*] + &Tﬁ) 0) (19-2)
. ]
3y ot
= §hwa |0) (19-4)
3
= o), (19-5)
yani, T> =a'|0) de bir enerji 6zdurumudur, ancak |0) i¢in enerjisi 1hw yerine 2ha dir.

Benzer sekilde,

§> = &Tm inde bir enerji 6zdurumu oldugunu fakat enerjisinin 3 ha, vs.

sOyleyebiliriz. Sonug olarak, ﬁ> enerji 6zdurumlarinin (heniiz birim boylandirilmamis) bir

merdivenini
7y = (@7)"10) (19-6)
ile olusturabiliriz ki enerjisi i
E, = (n + §>hw (19-7)

6=t _ 9>
- i‘ ~ r;‘* a
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Sekil I: d, @’ bazen “merdiven iglemcisi” olarak bilinir zira bunlar enerji 6zdurumlarini
yukar1 ve asagi dogru tasirlar.

Tek dalga boylu bir elektromanyetik alan1 kuantum mekaniksel olarak betimlerken,
frekansini bir harmonik salinicinin frekansi ile ilgilendirebiliriz. Etkilesmeyen parcaciklar
(fotonlar gibi) n adet parcacikli bir durum, HO’iin n-inci 6zdurumuyla ilgilendirebilir. Bu
durumda taban durumu bir bos kipe (fotonsuz, n = 0) kars1 gelir.
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Bununla beraber, elektromanyetik alanin bosluk sapmalartyla ilgili olan 1he sonlu bir

enerji halen mevcuttur. Bu baglamda d” ve d sirasiyla yaratma ve yoketme islemcileri
olarak bilinir., zira bunlar fotonlar1 yaratir veya yok ederler ki bunlar keyfi etkilesmeyen

bozonik pargaciklaridir.

HO enerji 6zdurumlarinin Birim boylandirilmasi

Taban durumu |O> "1n diizgiin bir sekilde 6nceden birim boylandirilmis oldugunu kabul

edelim (0/0) =1.

Not. (00)’1n (0]0) = jdxuo(x)uo(x) oldugunu hatirlayalim.

‘T> . &*‘O> durumu ne kadar uzundur?

(1]1) = (a'olato) (19-8)
(0lalato) (19-9)
= (0laa'|0) (19-10)
= (0|[a,a'] + a'alo) (19-11)
= (0|t +a'al0) —  (al0) =0) (19-12)
=1 (19-13)

m durumu 6nceden birim boylandirildigindan, sunu yazabiliriz:
T}=alo)  —  birim boylanduritms. (19-14)

§> =a' T> = &*m ne olur?

(212) = (a'1]a'1) (19-15)
= (1]aa’|1) (19-16)
= (1](a'a + 1)|1) (19-17)
= (1afjo) +1  — (a|1) =10)) (19-18)
= (1]1) +1 (19-19)
=92 (19-20)
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Bundan sonra diizgiin birim boylandirilmis ikinci uyarilmis durum

1 1 .2
2) = 2518 = —(@)’10), (19-21)

= (&T)n|0> durumunun uzunlugunun karesinin <ﬁ| ﬁ> = n! oldugunu

gosterebiliriz. Sonug olarak, n-inci birim boylandirilmig 6zdurum

I an
In) := ﬁ((ﬂ) 0) | (19-22)
olur. Ayn1 zamanda gosterebiliriz ki
aln) = v/njn — 1), (19-23)
a'ln) = vn+ 1|n + 1). (19-24)

Islemcilerden konumsal dalga fonksiyonlarina doniisiim

|0> taban durumundaki sart, &|O> =0, yokedici islemcimizin konum uzayindaki tanimi
kullanarak s0yle yazilabilir

@ =—+ 71— = T+ A, 19-25
T Zpo 2n " V e ( )

) mw 1 h 0O
aug(x) = ( 57 @ + \/m;%> up(z) =0 (19-26)
(mwm + h%) up(z) = 0. (19-27)

En basit dif. denk., u,(x)= ce ¢oziimiine 1=c> 2 birim boylandirilmasiyla sahiptir.

mao

Sonug olarak, birim boylandirilmis taban durum dalga fonksiyonu

mw\ T _mw,
up(z) = (ﬁ) e~ (19-28)
olur. Birim boylandirilmis s n-inci 6zdurum
In) = —— (a)"|0) (19-29)
V!

den elde edilebilir veya

o(z). (19-30)

un

w 1
( 27’1 \/Qh wz@x)

olur.

Massachusetts Institute of Technology XIX-3



8.04 Kuantum Fizigi DersXIX

Sira degistiriciler, Heisenberg belirsizligi ve eszamanli
ozfonksiyonlar

Konum temsili p="< (veya x = ihg 2 momentum temsili) gercegi dngoriir ki
prp(x) = plap(r)) # apy(x) = 2 (pi(2)), (19-31)
yani, x ve p sira degismez. px ve xp arasindaki farki, sira degistirici olarak tanimlarsak,

[p, 2] = p& — &p. (19-32)
burada

—  (c-say1) (19-33)

Genel olarak [/Al,é]= AB - BA bir islemcidir. Sira degistirici dogrusaldir.
[ClAl + 02A27 A] =C [Al, ] + Co [AQ, B] (19—34)

Diger kullanisli bagintilar

[B,A] = —[A, B] (19-35)
[AB,C] = A[B,C] + [A,C]B (19-36)
Eszamanli 6zfonksiyonlar
Serbest bir parcacik ele alalim. y(x)= e*™ diizlem dalgalar, ozdegerl ~ olmak iizere

enerjinin eszamanli 6zfonksiyonlardir,

" h? 02 k2 .
H +ikx — +ikx — +ikx 19-
¢ " om 0a2° om © (19-37)

momentum i¢in 6zdegeri +hk olmak tizere

. h )
ﬁe:tzka: — - aax +ikx :I:hkei“m’. (19—38)

olur.

Not. Sayet cos(kx), sin(kx) se¢mis olsaydik, bunlar 6zdegeri £ ~ olan enerji
6zfonksiyonlar1 olurlardi, ancak momentum 6zfonksiyonlari degll.

Massachusetts Institute of Technology XIX-4



8.04 Kuantum Fizigi DersXIX

Bununla beraber, cos(kx) ve sin(kx) dejenere olduklarindan (yani ayni enerji 6zdegerlerine
sahip olmalari), dejenere dzdurumlarin dogrusal birlesimi olan e*™ = cos(kx )+ isin(kx)’i

se¢gmek miimkiindiir ki bunlar momentumunda eszamanli 6zdurumlaridir. Potansiyel
kuyusunda, diger yandan, enerji 6zdurumlari momentumun eszamanli 6zdurumlari degildi.
Genel olarak, su teoremler vardir:

Teorem 19.1. 1:1, B gibi iki Hermitsel islemci ancak ve ancak sira degistirme yaparlarsa,
eszamanli bir ozfonksiyonlar kiimesine sahiptirler.

Ispat. ”=>" Eszamanli 6zfonksiyonlarin tam bir kiimesi {u,} bulundugunu kabul edelim.
Yani,

Augy = aug (19-39)
Bugy, = atg (19-40)
olup, burada a, b 6zdegerlerdir. Bu takdirde tiim 6zfonksiyonlar i¢in
[ﬁ,f?]uab =(ab—ba)u, =0 olur — [/Al,é]= 0.
<" Bkz Gasiorowicz, 5-4

A ’ya ait bir dl¢lim yapildiginda, A’nin bir 6zdurumu belirli bir sonug ortaya
koyacagindan, bu yalnizca 4 ve B nin sira degistirmesi halinde, A4 ve AB nin daima
eszamanli olarak sifir olacagi anlamindadir.

Teorem 19.2. Herhangi iki Hermitsel islemci 1:1, B i¢cin herhangi se¢ilmis bir durum y’da
(AA)L(AB)S > (i[A, B);, (19-41)

olacagini ispatlanabilir.
Ispat. Bkz Gasiorowicz, online ekte.
X, p icin

2

(Az); (Ap); > —(iih);, = hz, (19-42)

e

yazilabilir ki burada esitligin sag tarafi y durumuna bagh degildir. Bu AxAp > %
Heisenberg belirsizlik bagintisinin baska bir tiiretimidir.

Ug boyutlu Schrodinger denklemi

Hi(r) = Ev(r)| — SD 3B’da (19-43)

p* = i + D, + (19-44)
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ho ho ho
pD—| —— — —— — ili 19-4
p (Z 9z 10y i 82) konum temsilinde (19-45)

Boylece SD yazilirsa <V2 = aa_; + aa_; + %) ’

[—%VQ + V(r)} P(r) =Wi(r)] — SD,3B’da (19-46)

Kiiresel simetrik potansiyel

Eger potansiyel kiiresel simetriye sahipse, V(r) = V(r), bu takdirde kiiresel koordinatlarda
calismak uygundur, bu durumda yazabiliriz ki

2 20 1/ 02 0 1 02
R t0— + ——— 19-4
v or? +r8r+7“2 (602+C0 980+sin29(9¢2> (19-47)
olur. Bir islemciyi sunu kullanarak tanimlarsak,
- 02 0 1 0?
L= -0 -5 +cotl + ———=— | 19-48
(ae2 Teotigg sin298¢2> (19-48)
yazilir. L acisal momentumla ilgili bir islemcidir.
”? 20 12
e 19-49
N or? * ror  hr2 ( )
V(r), @ve ¢’ye bagl olmadigindan, simdi bir baglangi¢ yapalim
y(r) = R(r)Y(6, ) (19-50)

bundan sonra,

v evlum = [ (220 sve) reves  aes)

2m om \ arzr or
L2
+ QmTQR(T)Y(e’ o) (19-52)
= FER(r)Y (6, 9) (19-53)

Daha 6nceki gibi, zamandan bagimsiz SD’ni tiiretirken, R(r)Y(6, @) # 0 ile bolelim.

= [—% (% " %%) " vm] R+ 5 5 g ROV (0.0) (19:54)

—F (19-55)
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Eger ikinci terim 6, ¢ bagiml degilse, denk.in sol tarafi tiim 6, ¢’ler i¢in yalnizca bir sabit
olur. Boylece iki denkleme ulasiriz:

A~

L2
oz (09) = ;Z?:EY@ 6) = EL(r)Y (0, 6) (19-56)
1 W (0 20 const
R(r) {‘% (a— " @) * V<T>] Rir)+5 5=E (19-57)
0> 20 t
{_% (% * ;E) V() + ;(;3:21 R(r) = ER(r) (19-58)

burada E, =%, dalga fonksiyonunun agisal bagimlilig ile ilgili enerjidir.

2mr?
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