8.04 Kuantum Fizigi Ders XVIII

Harmonik Salinic1 (HO)

Harmonik salinici1 bir m kiitlesine etki eden bir geri ¢cagiric1 kuvvetin etkisiyle ortaya ¢ikar
ki bu kuvvet baglangi¢ noktasindan itibaren yerdegistirme ile orantilidir. Bu problemin
¢oOziimii, dalga fonksiyonunun sonsuzda gerekli davranisi ile 6zdegerlerin belirlenmesine
ornek teskil etmesi bakimindan ilgingtir. KM’de karsimiza ¢ikan bazi durumlar, 6rnegin
kapal1 bir kaptan e.m. dalganin 151masi, kat1 ve sivilarda ses dalgalarinin yayilmasi gibi
olaylar bir harmonik saliniciyla esdeger olup, bunlarin ele alinmasi burada gelistirilen
kavramlarla ¢oziilebilir.

n-boyutlu HO’nun dalga denklemi:

2 2 g2
2y < L, .
2m 2 2m dx® 2
Olup:yz ax, a4 =;1_f=(m7w)2’ (1)2 =% Ve €, =§—i
(*) denk.de yerine yazarsak,
d2u11 2
W-F(Em - )”n =0 (2%)

_(1),2 L. . .
y2 >> ¢, 1i¢in uy nun davranisi e () terimi ile belirlenir.

Boylece,

u,(y) = H,(y)e ™ (3%)

¢cozlimiinli Kabul etmemiz dogaldir. Burada H,(y) sonlu mertebe bir polinomdur.

(3*) denk.ni (2*) denk.de yerine yazarsak,

2
d Pﬁ —2y dH, +(e, —1)H, =0 (4%)
dy dy

bulunur. Bir gii¢ serisi aginimini kabul edersek,
Hy(y) =" (a0 + ay +azy’ + ...) (5%)
burada s = 0 ve ap# 0 dir.
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8.04 Kuantum Fizigi Ders XVIII

2
_%_y

u,(y) sonsuzda uo(y) =e¢ > ile carpilir. Sonug olarak, seriyi bir yerde sonlandirmaliyiz,

buda m nin baz1 degerleri i¢in ¢, =2m + 1 olmasini gerektirir. Boylece

h 1
E, = 7“)6” — By (n + 5) —  HO enerji diizeyleri (18-1)

Bir harmonik osilatoriin kuantumlanmis enerji diizeyleri. Taban durumu (sifir noktasi)
enerjisi E, = 3hw olup, enerji diizeyleri esit araliklidir.

Not. Bu 6zellik HO1i yalnizca kuyudaki bir pargacik potansiyeli V(x) = 1mw’x® ile
0zdeslesmeye degil ayn1 zamanda etkilegsmeyen bir (bozon) pargaciklari sistemiyle de
0zdeslestirmeye imkan verir. Boylece, o frekansh bir elektromanyetik alanin bir kipi,
HO’nin o frekansi olarak goriilebilir; bu kipteki # adet foton, HO’nin n-inci dolu
durumuna kars1 gelir. HO taban durumunun x ve p’sinde ki belirsizlik, elektromanyetik
alanin “vakum sapmalarina” yani (x) = 0, (x’) # 0 kars1 gelirki bu da (E) = 0, (E*) # 0, vb.
demektir.

€ =2n+1 verildiginde, tekrarlama bagintis1 (*)

(m+1)(m+2)cpmee = 2m — e, + 1)ey = (2m — 2n)cy, (18-2)
verir.
® Cy = _%CO
¢ m S, - e

ve genel olarak

gnn—2)---(n—2k+4)(n — 2k + 2)
(2k)!

cor = (—2) Co,

0 <2k <n, ngift (18-3)
cift katsayilar i¢in.

Tek katsayilar i¢in ise

® (C3 — (2i2n)61 = (—2)7?—_161

. 6=2n, __ n-3 ., __ 2 (n—3)(n—1) .
¢ C5="75 BB (_2) 45 3 = (_2) 12.3.45 Cl

ve genel olarak

n—1)(n-3)-(n—2k+3)(n—2k+1)
(2k + 1)!

Cok+1 = (“Q)k( C1,

0<2k+1<mn, n tek. (18-4)
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8.04 Kuantum Fizigi Ders XVIII

Enerjisi E, = ha)(n + %) olan n-inci enerji diizeyinin 6zfonksiyonu u,(x) su sekilde verilir.

n/2
un(y) = €72¥ Y ey Gift n, (18-5)
n=0
(12
un(y) =73 Y cpppay?t! tek 7, (18-6)
n=0

co veya c; katsayilari o sekilde secilmelidir ki dalga fonksiyonu normallesmis olsun ve y
konum koordinati x’e y = 4/%2x ile baglantilidir. /- niceligi uzunluk boyutunda olup,

harmonik osilatdriin dogal kuantum uzunluk 6lgegini belirler. Normallesmeden baska, su
polinomlar

n/2
ha(y) = cny™ (18-7)
k=0
(n+1)/2
ha(y) = Z Cop1y?H! (18-8)
k=0

Hermite polinomlar1 H,(y) olarak bilinir. Hermite polinomlar1 su bagintilara tabidirler:

H,)"(y) —2yH, (y) + 2nH,(y) =0 — ( tamm denklemi ) (18-9)
Ho(y) — 2yH,(y) + 2nH,_1(y) =0 (18-10)
Hp(y) — Hy'(y) + 2yH,(y) =0 (18-11)

- z" 2z2y—22
> Hu(y)= = e (18-12)

— n!
: (d\* Hermite poli 1

H, —(—1)" v [ @ -y polinomlarimin 18-13
) = (=1)" (dy> ‘ - < farkls tanimi ( )

n-inci diizeye ait dalga fonksiyonu u,(y)=Ce” %2 Hn(y) oldugundan, bunu

normallestirmek icin asagidaki integrali hesaplamak zorundayiz.

/ dyun(y)Q—/ dy|C 2™ H, (y) (18-14)

—00 o0

Hermite polinomlar1 gergeldir. Sunu gosterebiliriz ki

/ dye ™" H,(y) = 2"nlv/7 (18-15)

o0
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2 .. .
un(x)‘ =1 olmasim gerektirir, ancak x ve y = 4/%%x sabit

un(x)‘2 = \/%:Zdy

Normallestirme gergekten f dx

u,(y)

‘2

bir ¢carpanla baglantili olup, f dx

Sekil I: HO 6zfonksiyonlari

momentum uzayinda ayni olurlar zira Hamiltonyen x ve p’ye gore simetriktir ve

h O
3 =3, P = o konum uzayimda () (18-22)
. .0 R
£ = zha—p, p=p momentum uzaymda ¢(p) (18-23)
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Ders XVIII

Kompleks fazin konumsal bagimliligi olmayan bir Gauss fonksiyonu olmasindan dolay1
harmonik osilatoriin taban durumu, Heisenberg bagintisi ile izinli minimum bir belirsizlige

sahiptir:
h
AzAp = =
TAp =3
h
AIAP > 5

taban durumu i¢in

herhangi uyarilmis durum igin

* Bose-Einstein yogusma genlesmesini gosteririz

¢ Is1l bulut

* izotrop olmayan tuzakta izotrop genlesme

(85 = 447
* yogusma:
2m Xo

HO: Islemci yontemi

Lo L oc 22 — jzotrop olmayan genlesme

(18-24)

(18-25)

SD’ni dogrudan ¢6zmeden HO 6zdurumlarii elde etmek i¢in 6gretici ve gosterisli bir yol
vardir. Bunun yerine islemciler arasindaki sira degistirme bagimtilarmi kullanacagiz. ise
Hamiltonu boyutsuz sekilde yazmakla baslayalim

T2
p mw o
H="n — -
w S + 5 T } (18-26)
I D 2 5 ’
=hw || — ] + | —— 18-27
(\/ 2mhw> < v/ 2h/mw> ( )
- 2 2\ 2
— Tw (£> + (—) ] (18-28)
| \Po Lo
burada p,’ =2mhw, x,’ = 2L . Klasik olarak yazabiliriz ki
H, = hw (1 - z‘ﬁ) (ﬁ n z‘ﬁ) : (18-29)
o Do Zo Po
ancak, KM’de p ve X sira degistirme yapmadigindan
&goop\ (& P A\ (Y
889
Lo Po Zo Po Lo Do
x % 2 5 % 2 ,
z /)
- (%) + (3) +——[#,5]. (18-31)
Zo Do ZoPo
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8.04 Kuantum Fizigi Ders XVIII

mw 1

Sira degisimini kullanarak [x,p] = ih%p - pih(;’T =ih ve ﬁ =5 = 5

N2 A 2
A= ((1) + <£) ) (18-32)
To Po
2 P\ [& P 1
((i . ¢£> (ﬁ + z’ﬁ) iy [@,ﬁ]) (18-33)
Ty Po Lo Po ZoPo
i p\/& .p\ 1
o ((i _ iﬁ) (i ; iﬁ) ; —) (18-34)
Lo Po Zo Do 2

Yeni bir Hermitsel olmayan iglemciyi tanimlarsak,

A~ ~

= — +iL (18-35)
Zo Po
sonucta, Hermitsel eslenik islemci
g_ (& p\'_& p
== +iE) =2 ;& (18-36)
o Po Zo Po

olur, zira p' = p, ' =%

Not. Herhangi bir O' islemcisinin Hermitsel eslenik islemcisi herhangi iyi davranigh dalga
fonksiyonlart y;(x), y»(x) i¢in sdyle tanimlanmistir

/ " day* (2)OM () = / " 42 (Ot(@))* 1 (2) (18-37)

o0 oo

Sonug olarak, herhangi bir islemci O = clél + 02(32 icin ki burada ¢ ve ¢; karmasik
sayilardir.

A A x N A A
O]L = <0101 + 0202) =S CI*OI + 02*05 (18—38)

ve herhangi bir islemci i¢in 0= (A)lég ve O' = (00, )+ = é;él" olur.
Ispat. Bkz. Problem takimu.

4, a' islemcilerini kullanarak, HO i¢in Hamiltonu en basit sekilde

. 1
H=hw (a*a + 5) (18-39)
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X, p cinsinden agik¢a tanimlamak yerine bir islemci, diger islemcilerle sira degisme
bagmntilar1 yoluyla tanimlanabilir. Simdi 4, 4™ya bakalim:

[a,a1] = {3 +il 2 iﬁ} (18-40)
Lo Po Zo Do
— {3,3} — {ﬁ,ﬁ} (18-41)
Po To Lo Po
7
= ([p, ] — [, p 18-42
ey (P31 -2:3) (15-42)
? O
= 552 p 1] (18-43)
i h
= —— 18-44
3 (18-44)
=1, (18-45)
burada kullandigimiz [,%]=0 =] p, p]. Boylece
[a,a"] =1 (18-46)
[a,a) = [a',a'] =0 (18-47)

olur.

8.06°da ele alinacagi tizere bu bozonik (yaklasik) pargaciklar igin bir sira degistirme
bagmtisini belirler ki bunlarin dalga fonksiyonu iki parcacigin degis-tokusu altinda
simetriktir. Hamilton ile sira degisenler i¢in,

A,a] = hw [ala,a] (18-48)

= hw (a'aa — aa'a) (18-49)

= hw (a'aa — (1 +a'a) a) (18-50)

= —hwa (18-51)

yazilabilir ve

|1,a1] = hw [a'a,a] (18-52)

= hw (a'aa" — a'a’a) (18-53)

= hw (a'aa" — a' (aa’ — 1)) (18-54)

= hwa! (18-55)

Simdi basitce yukaridaki sira degistirme bagintilarin1 kullanarak HO’nin 6z enerjilerinin

spektrumunu hesaplamak durumundayiz. 11k olarak dikkat edilecek sey, H’mx ve p’ye
gore kuadratik olmasindan dolay1, tiim 6zdegerlerin pozitif olmasi zorunlulugudur:

(E) = <H> = (T) + (V) (18-56)

(
- i / dpe* (P)p*é(p) + %mwQ / dz™ (z)a*(z) > 0 (18-57)
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8.04 Kuantum Fizigi Ders XVIII

bu durum herhangi y(x) dalga fonksiyonu ve bunun Fourier doniisiimii ¢(p) i¢in gegerlidir.
Oz spektrumu tayin etmeden 6nce, uygun bir yazilimi tanimlayalim.

Durum vektor yazilimi (Dirac yazilimi)

Daha 6nceden fiziksel bir durumun (yani baslangi¢ sartlarinin KM’nin izin verdigi
maksimum kapsamda hazirlanmis oldugu fiziksel bir sistem), soyut bir vektor uzayinda
(Hilbert uzay1) betimlendigini tartismistik ki bir dalga fonksiyonu konum uzayinda sadece
bu durumun miimkiin bir temsili oldugunu sdylemistik. Degisik olarak, bu durum bir
momentum temsilinde (momentum uzayindaki dalga fonksiyonu) betimlenebilecegini
veyahut enerji 6zdurumlarinin bazini aginima tabi tuttugumuz zaman aginim katsayilarini
belirlemek suretiyle ayni seyi yapabilecegimizi tartismigtik. KM ’nin yaraticilarindan biri
olan Pual Dirac’1n tanitti1 yazilimi kullanarak bu durumu s6yle yazabiliriz

| ) (18-58)

ve betimlersek

(Bl = / dr g () (x) (18-59)

bu betimleme | ), | ¢) durumlart igin yapilirki bunlarin dalga fonksiyonlart y(x) ve ¢(x)
dir. Dirac’1in tanimlamasi

(0 | ) (18-60)
~

bra  -c- ket

olup, burada | ) bir “ket” ve (¢ | ise bir “bra” olarak bilinir. “bra”y1 “ket” vektoriiniin bir
devrigi olarak diisiinebilirsiniz.

W1

(1}1 Vg > wy | = c-sayist (kompleks say1) (18-61)

ancak bu sonsuz-boyutlu vektérler i¢in miimkiindiir. Bu sandvi¢ veya Dirac yaziliminda,
herhangi bir 4 islemcisinin beklenti degeri sdylece verilir

<A> - <w|,21|z/)> - / dry* () Ay (). (18-62)
Dirac yaziliminda
wlo) = [ e @iote) = ( [ s wyo) = foley (15-63)

Bir duruma etki eden A islemcisi diger bir durumu iiretirki, sembolik olarak

Aly)=|Ay) (18-64)
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Sonug olarak,

(oldw) = (9l4v) = [ v’ (@) (A0(@)) = [dog(@)dvi) (1565

Hermitsel eslenik islemci A’ sOyle tanimlanmistir

(oldttw) = [ (402))" 6(0) = ( [ @) (Aot >>)* (18-66)
_ (lAg)" (18-67)
= (Agl) (18-68)

Dirac yaziliminda, ortonormallesme sart1 |

(n|m) = /dxun*(x)um(x) = Gzt (18-69)

burada a¢inim katsayilari
Cr = /dxun*@b(x) = (n|y) . (18-70)

(a | b) gibi bir braket karmagik bir sayidir, ancak |b)a| gibi bir ketbra ise bir islemcidir
zira bir duruma etkimesi yeni bir durum olusturur.

b) {aly) . (18-71)
~—

durum c-sayist

Tiim 6zdurumlar iizerine alinan Y, | n){n | toplam1 bir Hermitsel islemcisi olup, bunun
birim iglemci oldugu

S n) (nl =1, (18-72)

Ve L

) = 1|¢) = Z |n) (n|y) = ch n) — (('Szdurumlara> (18-73)

acinim

gosterilebilir. HO’iin iglemci ugrasisina donelim: enerji 6zdegeri E olan bir enerji
6zdurumunu buldugumuzu ve buna ait durumun | E) oldugunu kabul edelim. d

islemcisinin Y) =alE).
Bu duruma Hamiltonun etkisiyle ne olacaktir?

H|y) = Ha |E) (18-74)

— ([H a} +aﬁl) IE) (18-75)

= (—hwa + aF) |E) (18-76)

=(E—-hw)a|E) (18-77)

= (E — hw) |¢) (18-78)
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Burada sira degistirici i¢in hesaplanan [ILAI ,&] = —hwa sonucunu ki bunu 6nceden

bulmustuk ve karmasik (burada gercel) sayilarin herseyle sira degistirmesi gercegini
kullandik. Yukaridaki baginti, | )’ in ayni zamanda bir enerji 6zdurumu oldugunu, ancak
daha diisiik bir enerjiye E =-hw sahip oldugunu belirtir. Herhangi bir 6zdurum | E) den
baslayarak, bu islemi ¢ok sayida tekrar edebilecegimizden dolay1,

i |E) = |E — nhw), (18-79)

olur ve enerji 6zdurumu pozitif kalmak zorundadir, (herhangi bir durum igin <1p‘[:1 ﬁp> >0

oldugunu gostermistik) ve | 0) gibi bir durum var olmalidir ki

0)=0 (18-80)

a
yani, enerjisi daha da diisliriilemeyen bir durum ortaya ¢ikar.

Not. | 0) (Hilbert uzayinda en diisiik enerji 6zdurumu) ile 0 (Hilbert uzayindaki sifir, sifir
uzunluklu vektorii) birbirinden ayirdetmek dnemlidir.
Not. Higbirsey | 0) durumunun sifir enerjiye sahip oldugunu gostermez. Gergekten de,

. 1 1
H|0) = hw (d*d + 5) 0 =, w0 (18-81)

oyle ki taban durumunda &zenerji E, = 3w olup, buna sifir-noktasi enerjisi denilir. @
frekansl bir elektromanyetik kipli, @ frekansli bir HO {in belirlenmesi kapsaminda, | 0)

taban durumuna bosluk (vakum) ad1 verilir (taban durumunun higbir uyarilmis hali yoktur,
foton sayis1 sifirdir): boslugun sonlu bir vakum enerjisi E, = 37w, vardir.

Eger d' taban durumuna etki ederse ne olur? Simdi tammlarsak
IT):=a'l0). (18-82)

yazilabilir. Buradaki ~ isareti bize bu durumun normallestirilmesinin gerekli olmadigint
hatta bunun / 0)’nin normallesmis segilmesi halinde bile gegerli oldugunu hatirlatir.
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