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18.102 Fonksiyonel Analize Girig Bahar Donemi 2009
DERS 6. SIFIRIMSI FONKSIYONLAR

Simdiye kadar yapilanlardan kanitlarin yapilarina alismigsinizdir umarim -
yine de hergey apacik oluncaya kadar devam etmek istiyorum.

Gergel sayilar lizerindeki Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlarin tanimini,
bunlarin £(R) vektor uzayimi meydana getirdiklerini ve gercel sayilarin olgiimii
sifir olan bir F altkiimesinin ne anlama geldiginin tanimlarini animsamanizi
istiyorum. Yapacagimiz ilk ig L(R) normunun anlamli oldugudur.

Onerme 9. Eger f € £'(R) ise | f| € L}(R) ve eger f, dizisi f fonksiyonuna
hemen heryerde yakinsayan mutlak toplanabilir basamak fonksiyonlarinin bir
dizisi ise

N
6.1) [ 1f1=timxoe [ I3 5l
k=1
Dolayisiyla Lebesgue integrali taniminda 'yok etme’ bulunmamaktadir. Inte-
gralin yok etme yi kullanan genisletimleri vardir, hatta bunlari biz de gorebiliriz.
Kamt. Eger f € £!(R) ise,tanim geregince, f toplanabilir basamak fonksiy-
onlarimin dizisi f, fonksiyonlarinin, mutlak yakinsamanin gerceklestigi kiime

tizerindeki, limitidir. Yapmamiz gereken |f| fonksiyonu igin de boylesi bir dizi
bulmaktir. Buradaki fikir agikar olanm1 kullanmaktir. Simdi

(6.2) eger Z|f] )| < oo ise ifj(:c)%

oldugundan, eger

(6.3)  g1(x) = | f1(2)], k() = I;fj(x)l = Zlfj(fﬂ)l Ve eR

denirse, buradan,

N
(6.4) eger Z|f] ) <oo ise ) gi(@) IZfJ )| = 1f ()]
k=1

elde ederiz. Ilk gostermemiz gereken sey (g;) dizisinin de mutlak toplanabilir
basamak fonksiyonlar1 dizisi oldugudur.
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Bunun igin ti¢gen esitsizliginin ||v|—|w|| < |[v—w| bi¢imini kullanarak, k£ > 1
sayilari icin

(6.5) |gx(x ’—HZJCJ |_|ij N < | fi(2)]

Boylelikle

©6) 3 [la@l <X [ 1@ < o0

buluruz. Dolayisi ile g, dizisi gercekten mutlak toplanabilir bir dizidir. Tn§a
yonteminden

(6.7 egerZ|fn )| < o0 lseng —!ij )| = [f(2)]

7=1
olarak tamimlariz. Bu tam olarak elde etmek 1sted1g1m1z ise de 3 |gr(x)| <
oo saglandigl kiime, yakinsamanin gerceklestigi kiimeden daha biiytik olabilir.
Notlariizda bu sorunu ¢ozecek bir sonug olsa da elimizdeki seriyi daha yavas
yakinsatmak icin 'noktasiz’ altseri’ ekleyebiliriz. Bagka bir deyisle g, dizisini

ge(x) mn=3k—-2
(6.8) hp(z) =1 fr(x) n=3k-1
—fi(z) n=23k
ile degistiririz. Bu serinin mutlak yakinsamasi i¢in gerekli ve yeter kosul hem
|gr(x)| , hem de | fx(z)| serilerinin yakinsamasidir-ikinci serinin yakinsamas ilk
serinin yakinsamasini gerektirir, yani

(6.9) Z|h |<oo<:>Z|fk

Diger yandan bu gerceklegtiginde

(6:10) > hn(x) = |f ()]

Zira her kismi toplam ya g, lar i¢in bir toplam veya g + f,(z) seklinde
bir toplamdir. f,(z) — 0 oldugundan, serinin mutlak yakinsadigi durumlarda
(6.10) gegerli olur ve gergekten |f| € £'(R) saglamr. O

Simdi ele alacagimiz husus normun ne zaman sifir oldugudur. Yani ne zaman
J1f] =0 vardir? Bu sorunu bir yonii oldukca kolaydir. Istenilen sonug sudur:
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Onerme 10. f € LY(R) gibi integrallenebilir bir f fonksiyonunun inte-
gralinin [ |f| sifir olmas1 , f in sifirtms1 olmasini, bagka bir deyisle, 6lglimii
sifir olan E kiimesinin tiimleyeninde, yani

(6.11) Vo e R\ E, f(z)=0

olmasim gerektirir. Tersine, eger (6.11) dogru ise, f € LY (R) ve [|f| = 0
saglanir.

Kanit. Kanitin ana kismu [ |f| = 0 ise f nin sifirimsi bir fonksiyon oldugunun
ileri stiriilduigii ilk kisimdir. Bunu bir sonraki énermeyi kullanarak yapacagiz.
Bunun tersi igin kolay oldugu yondiir.

Gergekten f (6.11) saglayan sifirtmsi bir fonksiyon ise, bir kiimenin 6lgiimiiniin
sifir olmas1 tanimi geregince, mutlak toplanabilir basamak fonksiyonlar serisi

fn icin
(6.12) EcC{zeR:> |fu(z)| =00}

var olmalhdir. Buradaki mutlak serinin £ den daha biiyiik bir kiimede 1rak-
samasi olasidir. Yinede, asagidaki alterne seriyi diigiiniirsek;

o - {14, 128

Buradan Y, | fn(2)| < oo gerceklestigi zaman
(6.14) > gnlz) =0

buluruz. Gergekten (6.12) nedeni ile

(6.15) > lgn(z) <00 = f(z) =) gulz) =0

n

elde ederiz. Boylelikle, sifirrms1 f € LY(R) ve dolaywsi ile |f| € L*(R)
saglanacagi gibi (6.12) dan

(6.16) /|f|:zk:/gk:limk/fk:()

buluruz ki buradaki son ifade mutlak toplanabilirligin sonucudur.lJ
Ters yondeki kanit igin asagidaki sonucu kullanacagiz. Bu sonug L*(R)
uzayinin tamhig ile de ilgilidir.
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Onerme 11.Eger f, € LYR) icinde ¥, [|f.] < oo anlaminda mutlak
toplanabilir bir seri ise,

617) E={zeR:Y |f.(z) = oo}

kiimesinin 6l¢iimii sifirdir. Eger f : R — C ve

(6.18) f(z) =) fo(z) VzeR/E
ise f € LY(R) ve

619) [ f=3 [ fu

saglanir. Bu onerme esas olarak tanimdaki 'basamak fonksiyonlari’” yerine
‘integrallenebilir’ fonksiyonlarin alinabilecegini ve ayni sonuca varilabilinecegini
soylemektedir. Kuskusuz ilk tanim olmaksizin bunlarin bir anlami yoktur.

Kamit. Buradaki fikirler bir normlu uzayin tamlaniginin tam olmasi ile
ilgili ve Aligtirma 2 deki bir probleme benzemektedir. Buradaki biraz daha
somuttur.

Varsayim geregi her n i¢in f, € £'(R) oldugundan her n i¢in 6yle mutlak
toplanabilir basamak fonksiyonlar f,, ; vardirki bunlar

(6.20) Z | frjl <00 = fulz) = mej(x)
J J
saglarlar. Genelde f(z) fonksiyonunun f,; fonksiyonlarinin hem n, hem
de j tistiinden ,toplami oldugunu beklersek te bu ¢ift toplamli seriler mutlak
toplanabilir olmayabilirler. Ancak bunlar1 6yle kilabiliriz. Her n igin N,,,

621) Y /|fn7j| <2

J>Nn
saglanacak bicimde secilirse- bu mutlak toplanabilirlik varsayildigindan miimkiindiir-

dolayisi ile serinin kuyrugu kiiciiktiir. Bunu yaptiktan sonra f,, ; serisini agagidaki
gibi secerek,

(6.22) fa/zl = Z Jng(2), f/” = fon,+h-1(x) Vj>2

J<Nn

Bu hala (6.20) deki aym kiime iizerinde f,, fonksiyonuna yakisayacaktir.
Béylece f, ; fonksiyonlarm f; ; ile degistirerek ,
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623) 3 [1fa) < 15l +274 v
=[]

bagmtilarini elde ederiz. Bu ti¢gen esitsizliginden elde edilir, (6.21) kul-
lanilarak

020 [ Va2 Sl > [Vaal =X [12,12 [1fu =2

ve sol taraf (6.1) geregince N — oo iken [ |f,| yakinsar.(6.21) bir kez daha
kullanarak (6.23) elde edilir.
».j gosteriliminde, iissii igaretini atip yeni seride f,, ; ifadesini kullanarak ve

(6.25) gi(z) = Z Tnj
n+j=k
tanimini yaparsak, mutlak toplanabilir yeni bir basamak fonksiyonlari dizisi
elde ederiz, ¢linki

(6.26) é/ o < 3 [ 1nal < ([ 1l #2777 < o0

Simdi, mutlak yakinsak olan bu diziyi yeni bastan diizenliyerek

(627) Sl < 00 = 1) = Kl = X 5 fnsl@)

elde edilir. Gecen derste ogrendiklerimizi kullanarak, sol taraftaki kiimenin
olgiimii sifir olan bir E kiimesi i¢gin R \ F bigiminde olduguna hiikmederiz. E,
kiimesi iizerlerinde ;| f,, ;(z)| = oo saglanan ), kiimelerinin birlesimidir.

Simdi, mutlak yakinsayan ancak en azindan FE tlizerinde mutlak yakinsayamayan
basamak fonksiyonlar1 h; alir ve birbirlerini izleyen g ler arasina daha once
oldugu gibi hy ve —hy yerlegtirelim. Bu yeni seri (6.27) nedeni ile hala f
fonksiyonuna yakinsayacaktir. Bu da (6.17)y1 verdigi gibi f € L*(R) vere-
cektir. (6.19) daki son sonuc ise integraldeki mutlak yakinsayan cifte serinin
yeniden diizenlenmesi ile elde edilir.[]

Simdilik tiim bunlarm iginde (6.17) deki sonuga gereksinimimiz var. Bu
ise integrallenebilir fonksiyonlarin herhangi mutlak toplanabilir bir serisinin,
ol¢iimii sifir olan bir kiime diginda noktasal olarak mutlak yakinsadigini soyler-
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bagka bir deyisle sadece 6l¢timii sifir olan bir kiime tizerinde 1raksama vardir.
Biraz sasirtic da olsa bu bize (10) da geri kalanlar: kanitlamamizi saglar. Yani,
eger f € L'(R) ve [|f] = 0 ise, Onerme 11 i, her terimi |f| olan seriye
uygulayalim. Tim integraller sifir oldugundan bu seri mutlak toplanabilirdir.
Dolayist ile ol¢timii sifir olan bir kiime diginda noktasal olarak yakinsamalidir.
f(x) # 0 zaman ise wraksayacaktir, dolayisi ile;

6.28) [ 171 =0 {w: f(2) £ 0}

kiimesinin olgiimii sifirdir ki, bu tamda bizim gostermek istedigimiz seydir.
Son olarak, yaptiklarimiz bize alisilagelmis Lebesgue uzayimi tanimlamamiza
olanak tanir;

(6.29) feL'(R)=fec LYR)/N

ki burada N sifirimsi fonksiyonlardir. [ | f| bu uzay iizerinde bir normdur.
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PROBLEMLER 3

Aligtirmalarda Lebesgue integral ile ilgili kimi 6zellikleri kanitlamaniz ve buna
ek olarak ta kimi soyut kanitlar1 yapmaniz istenecektir. Bir egitligin hemen
heryerde (h.h.y) olmasi onun 6lgiimii sifir olan bir kiimenin diginda gecerli
olmasi anlamina gelmektedir.

Problem 3.1 Eger f ve g, L'(R) icinde , yani gergel sayilar iizerinde Lebesgue
integrallenebilir fonksiyonlarsa agagidakileri gosteriniz.

(1) Eger h.h.y. f(z) > 0ise [ f >0 dur.

(2) Eger h.h.y. f(z) < g(x)ise [ f < [g dir.

(3) Eger f kompleks degerli bir fonksiyon ise gercel kismi Ref Lebesgue

olctlebilirdir ve
| [ Reri < [17]

(4) Genel kompleks degerli bir fonksiyon igin

630) | [71< [1f]

gésteriniz.(ip ucu: Kaynaklara bakabilirsiniz ama genellikle yapilan gey 6 €
[0,27] almak ve € [ f = [(e?f) > 0 segerek, énceki esitsizligi g = € f de
kullanmaktir.

(5) Integral

(6.31) /:Ll(R) ~C

surekli ve dogrusaldir.
Problem 3.2 I gercel sayilarin (—oo, a) veya (a, 00) olasiliklarin da diglanmadig
bir araligi ise bir f : I — C fonksiyonunun Lebesgue integrallenebilirligi

(6.32) fﬁ:R—uc;f(x):{g(x) ig]{%\j

fonksiyonunun Lebesgue integrallenebilirligi olarak tanimlanir. Buradan f
fonksiyonunun 7 tizerindeki integrali

©33) [ 1= [ ]
olarak tanimlanir.

(1) I tizerinde boylesi integrallenebilir fonksiyonlarin bir vektor uzay: oldugunu
gosteriniz. Bu uzay L£1(I) ile gosterilecektir.
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(2) f fonksiyonu [ iizerinde integrallebilir ise |f| fonksiyonun da integral-
lenebilir oldugunu gosteriniz.

(3) Eger f, I tizerinde integrallenebilir ve [ |f| = 0ise h.h.y f = 0 gosteriniz.
Yani, gercel sayilarin 6lgtimi sifir olan E C [ kiimesi i¢in, Vo € I\ E f(x) =0
gosteriniz.

(4) Bir 6nceki soruda yer alan ve N (1) ile gosterecegimiz sifirmsi foksiyon-
larin vektor uzayi oldugunu gosteriniz.

(5) J; |f] ifadesinin £!(I)/N tizerinde norm oldugunu gosteriniz.

(6) f e LYR) ise

(6.34) g:I—C, mw-{ﬁ“)ﬁié\z

ile tamimlanan ¢ fonksiyonunun [ iizerinde integrallebililigini gosteriniz.
(7) Yukaridaki kisitlama doéniigiimiiniin

(6.35) L'(R) — L'(I)

orten ve stirekli oldugunu gosteriniz. (Dikkat: Her iki uzayda integral-
lenebilir fonksiyonlarin hemen heryerde esitlik ile alinmig boliim uzaylaridir.)
Problem 3.3 Bir 6nceki 3.2 nin devamidir:
(1) I = [a,b) ve f € L'(I) ise f fonksiyonunun I, = [z,b) araligma
kisitlamasinin | her a < z < b i¢in L'(I,) uzaymn 6gesi oldugunu gosteriniz.
(2)
m%)F@:qummﬁc

fonksiyonunun stirekliligini gosteriniz.
(3) 27 tcos(L) fonksiyonunun (0, 1] araligl iizerinde Lebesgue integrallenebilir

olmadigini gosteriniz. 1p ucu: yukarida ne gosterdigimizi biraz diisiiniintiz.
Problem 3.4 ( Biraz daha zor ancak yapilabilir!) f € £!(R) olsun.

(1) Her ¢t € R igin , kaydirmalar

(6.37) fi(x)=fx—t):R—C

lerin de L*(R) iginde oldugunu gosteriniz.

(2)
(6:38) limio [ 1fi= f1 =0

oldugunu gosteriniz.Bu integrallenebilir fonksiyonlarin ortalama yakinsamasi
olarak betimlenir.
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(3) f € LY(R) igin
(6.39) t— [f] € L'(R)

fonksiyonunun stirekli oldugunu gosteriniz.

Problem 3.5 Problemler 2’de kompakt bir aralikta stirekli fonksiyonun, aralik
digina sifir olarak genisletildiginde Lebesgue integrallenebilir bir fonksiyon elde
edildigini gordiik. Bunu ve basamak fonksiyonlarmimn L'(R) de yogun olduk-
larin1 kullanarak bir kompakt aralik diginda sifir olan R {izerindeki stirekli
fonksiyonlarin L'(R) i¢inde yogun oldugunu gosteriniz.

Problem 3.6 (1) Eger g : R — C smurl, siirekli ve f € L}(R) ise gf € L}(R)

oldugunu ve

6:40) [ lofl < supslol. [ 1]

gosteriniz.

(2) Simdi C(K) bir kompakt metrik uzay1 iizerinde siirekli fonksiyonlar:
gostermek tizere G € C([0,1]x [0, 1]) alahm. Artik L'[0, 1] uzayim tamdigimiza
gore ilk kismi kullanarak f € L'[0,1] ise

(6.41) F(z) = /M Gz, )f() eC

ifadesinin [0,1] deki her x igin iyi tanimh oldugunu gosteriniz. Burada .
gosterilimi her x € [0, 1] i¢in iyi tammh olan ve integralin alindigi degigkeni
gostermektedir.

(3) Her f € L'0,1] igin F fonksiyonunun [0,1] iizerinde siirekli oldugunu
gosteriniz.

(4)

(6.42) L*([0,1]) — C([0,1)) f—F

doniigiimiiniin L'[0, 1] uzaymdan C[0, 1] Banach uzayma simirh (siirekli ) oldugunu
gosteriniz. Siirekli fonksiyonlar tizerinde sup normunu aliniz.

46



PROBLEM 2’NIN COZUMLERI

Problem 2.1 Derste inga ettigimiz B uzayimin tamligin1 gésteriniz.

Cozim. Normlu V uzayi ile baglayalim. Bu uzaydan V™ ile gosterecegimiz ve
V' deki mutlak toplanabilir serilerden olusan yeni bir vektor uzayi elde edecegiz.
Sonra da V"~ uzayinda, S ile gosterilen ve V iginde sifira yakinsayan serileri
ele alacagiz. Burada

(6.43) B=V"~/S

boliim uzay ile ilgileniyoruz. Bu uzayin normlu bir uzay oldugunu ve (v,,),
V' uzayinda mutlak toplanabilir bir seri olmak tizere, b = (v,) + S gibi bir
O0gesinin normunun ise;

N
(6.44)  [[bl] = limy—coll D_ vallv

n=1
verildigini biliyoruz. Bu tanimin, b 6gesini temsil eden serilerden bagimsiz
oldugunu, yani, S den alinip eklenecek her 6ge i¢in ayni olacagini da biliyoruz.
B uzayimda mutlak toplanabilir serileri biraz daha iyi anlamak adina, boylesi
bir seri (b,,) alalim. Bilinen

(6.45) " [|bal| < o0

oldugudur. Bu serinin B uzaymda yakinsadigim gosterelim. Ik 6devimiz

limitinin ne oldugunu kestirebilmek. Her b,,, V' uzayinda mutlak toplanabilir

olan v,(g") serisidir. Simdi bu serilerin kogegenlerinden, yeni bir seri tanimlayalim;

(6.46) w; = > o,

n+k=j

Buradaki sorun tanimlanan serinin her zaman V' uzayinda mutlak toplan-
abilir bir seri olmayabilecegidir. Hesaplamak istenilen;

(647) P llwill =211 3 oIl < oo

i ntk=j

Bunu hesaplamanin tek yolu tiggen esitsizligini kullanmak ve
(6.48) 3 flwsll = X 1o lv
7j=1 k.n
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hitkmetmektir. Sag tarafta k iizerinden alinan toplamlar sonlu olmalarina
kargin bunlarin toplamlarinin sonlu olup olmadiklarini bilmiyoruz. Simdi akla
gelen ilk gey ile yola ¢ikarak, b, ni temsil eden ve mutlak toplanabilir v,(f)
serisini

6.49) S [0l < [|ballz +27"
k

saglayacak bicimde secelim. Once b, temsil eden mutlak toplanabilir bir seri
olarak uy secelim- yani-

N
[1ball = limy—ool| 3wl ve D [Jusll < o0
k

k=1
saglansin. M sayisini yeterince biiytlik secerek,

(6.50) > Juglly <277

k>M

kabul edebiliriz. M ’in bu secimi ile vﬁ") =My ve v,(f) = Uppyp_1, Vk > 2
alalm. Bu seri hala (b,,) icin bir temsildir, ¢iinkii agagidaki toplamlarin farki,
her N igin;

N+M-1

N N
(6.51) Zv,(ﬁn) D> uwe=— > w
k=1 k=1 k=N

olur. Sag taraftakilimit, sadece sonlu terim igerdiginden, sifira yakinsar.(6.50)
den otiiri,

M N
6.52) S oIl = 1> wylly + 32 Ml < I wyll +2 3 |
k j=1 j=1

k>M k>M
N
<[> wll+27"
j=1
N sonsuza giderken alinan limit (6.49) verir.

Her b, i¢in yukaridaki ozellikleri saglayan temsilciler segilip w; ler (6.46)
saglayacak bigimde secildiklerinde, (6.47) bize, b, mutlak toplanabilir oldugundan,

©33) S lully < X[l + 27 < 00
j n "
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verir. Dolayisi ile (w;) € V™ verirki, bu da b € B demektir.
Son olarak Y, b, = b gostermek istiyoruz. Bu ise

N
(6.54) limy—oollb— 3 bal| =0
n=1

gostermemizi gerektirir. Hatirlamamiz gereken buradaki normun kendisin

de bir limit oldugudur-b — -V, b,, ifadesi n-inci terimi

N
(6.55) wy— > v,(cn)
n=1

olan toplanabilir seridir. Normu da

p N
(6.56)  limy—ool] S (wr — 3" 0f)|lv
k=1 n=1

ile verilir. Burada anlamamiz gereken N — oo iken ne oldugudur! Tanimdan,
wy’lar v](-”) lerin kogegen tizerinden alinan toplamidir. Bu nedele, k tizerinden
alinan toplam vj(n) lerin kogegensel olmayan ilk p tanesinin toplami ile uzunlugu
N, ytiksekligi p olan doértgen iizerinden alinan toplamin fark: kadardir. Dolayisi
ile liggen egitsizliginden farkin normunu, normlari ’ kullanilmayan terimler
tizerinden alinan toplamlar ile hesapliyabiliriz. Buradan L = min(p, N) olmak

uzere

p

N
657) I D(we = ol < X (1™ llv
k=1 n=1 I+m>L
buluruz. Bu toplam sonludur. p — oo iken bunu [ +m > N olan toplamla
degistirebiliriz. Simdi, N — oo iken, (¢ifte serinin) mutlak toplanabilirliginden
sifira yakinsar. Dolayisi ile;

N
(6.58)  limyn_oollb— > bullp =0
n=1

ederiz ve bu tam da istedigimiz, >, b, = b dir.

Problem 2.2 Simdi basamak fonksiyonlarinin mutlak toplanabilir bir seri
ornegini diiglinelim. Soldan kapali, sagdan agik [0,1) arahgim ele alalim.
Aligilagelmis Cantor kiimesi ingasinin biraz degisik hali olan asagidaki inga’y1
diigiinelim. Ortadaki merkezi aralik [1/3,2/3) cikarip, geriye kalan C; =
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[0,1/3) U [2/3,1) kiimesinden yine merkezi araliklar gikartarak geriye kalan
Cy = 10,1/9) U [2/9,1/3) U [2/3,7/9) U [8/9,1) kiimesini ve bu gekilde de-
vam ederek her biri yari-acik, yari-kapali araliklarin sonlu birlegimleri olan
C) C Cy_q kiimelerini diiginelim. Simdi herbiri C), kiimelerinin karakteristik
fonksiyonu olan f; fonksiyonlarindan olusan seriyi ele alalim.

(1) Bu seri mutlak toplanabilir bir seridir.

(2) [0,1) deki hangi = 6geleri icin >, | fx(z)| serisi yakinsar?

(3) Yukaridaki seri ile tamimlanan [0,1) iizerinde tanmiml hangi fonksiyon
Lebesgue integrallenebilirdir? Integralini hesaplaymiz.

(4) Bu fonksiyon Riemann integrallenebilir midir?

(5) Yukaridaki inga sirasinda atilan araliklarin birlesimlerinde bir, diginda
sifir olan fonksiyon g olsun. g fonksiyonunun Lebesgue integrallenebilir oldugunu
ve integralini hesaplayiniz.

(Cézim . (1) Her seferinde araliklarin toplam boyu 1/3 oraninda azalmak-
tadir. Bu nedenle I(Cy) = 2%/3F dir. Buradan, f fonksiyonunun negatif ol-
mayan integrali

(6.59) /fk — k3 = Z/|fk| S ok3t— o

bulunur ve seri mutlak toplanabilirdir.
(2) C azalan bir kiimeler dizisi oldugundan, sadece

(6.60) z€ E=()Cs
k

icin > | fe(x)| serisi wraksak, diger durumlar i¢in yakinsaktir.
(3) Serinin yakimsadig: yerlerde, serinin toplami, diger durumlarda 0 olarak
tanimlanan

(6.61) f(z)= { OZ,];@?’QS ER\E

fonksiyon, tanimdan,integrallenebilirdir. Integrali ise, yine tanimdan,
662) [F=3 [f=2
k
(4) f fonksiyonu siirh olmadigindan, tanim geregi, Riemann integrallenebilir

degildir. Ogzellikle, bog olmayan Cj \ Ck4;1 kiimesindeki bir z i¢gin f(x) = k
olur.
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(5) F ile gosterilen ve ¢ikarilan kiimelerin birlegimi olan kiime [0, 1) \ £ dir.
(Cikarilan kiimelerin herbirinde 1 olan basamak fonksiyonlar1 mutlak toplan-
abilir bir seri verir. Bu fonksiyonlar negatif degildirler ve k£ = 1,2, ... igin
k-incin integrali 1/3 x (2/3)*~!dir. Bu seri, F' kiimesi iizerinde g fonksiyonuna
yakinsar. Dolayisiyla g Lebesgue integrallenebilirdir ve integrali

(6.63) / g=1

dir.

Problem 2.3 R? icin o6rtme onteoremi. Bir dikdortgen ile kastedilen kiime R?
de [ay,b1) X [ag, be) bi¢iminde olan bir kiimedir.

Boylesi bir dikdortgenin alani (b — ay) X (by — as) olarak tanmimhdir.

(1) Bir dikdortgeni tanimlayan araliklar araliklara bolerek dikdortgeni de
altdikdortgenlere bolmiig oluruz. Boylesi bir boliinme ile elde edilen dikdortgenlerin
alanlarimin toplaminin ilk dikdoértgenin alanina esit oldugunu gosteriniz.

(2) Yari-agik-kapal anlaminda sonlu tane kesismeyen dikdoértgenin birlegimi
de bir dikdortgen ise alanlarin toplaminin, birlesimin alanina egit oldugunu
gosteriniz.(ip ucu: altaraliklara bolerek ilerleyiniz).

(3) Bir dikdértgen i¢inde olan, sayilabilir coklukta, kegismeyen dikdortgenlerin
alanlariin toplaminin biiyiik dikdoértgenin alanindan kiigiik veya egit oldugunu
gosteriniz.

(4) Sonlu sayida dikdortgenin birlesimi verilen bir dikdértgeni igeriyorsa,
dikdortgenlerin alanlarinin toplaminin en az birlesimlerini iceren dikdortgenin
alan1 kadar oldugunu gosteriniz.

(5) Bir 6nceki aligtirmay1 sayilabilir cokluktaki dikdértgenlere genisletiniz.

Cézim. (1) Bir dikdortgen igin bu oldukca agiktir.Ciinkii sadece bir i¢ nokta
¢ icin ya ilk aralig1 ya da ikincisini iki altaraliga bolebiliriz. Boliindiikten sonra
iki dikdortgenin alanlar1 ya

(6.64) (c—aq)(bg — ag) + (by — ¢)(by — az) = (by — ¢)(by — as)

veya

(by —a1)(c—ag) + (by —ay)(by — ¢) = (by — ¢)(by — as)

olacaktir. Buradan,tiimevarimla, boliinmiig dikdortgenlerin alanlarinin toplaminin
ilk dikdortgenin alanina esit olduguna hitkmederiz.

(2)Eger sonlu tane kegigmeyen dikdortgenin birlegimi yine,[aq,b1) X [ag, ba)
seklinde bir dikdortgen ise, bu dikdortgenlerin herhangi birinin boltinmesi ile
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elde edilen dikdértgenlerin birlegimi icin de aymi sey dogrudur. Ustelik, boylesi
bir bolimme ile elde edilen dikdortgenlerin alanlarinin toplami da ayni kalir.
Simdi, C; C [a,b1) kiimesi boylesi dikdortgenlerin ilk araliklarimin ug nok-
talarindan olusan kiime olsun. Benzer bigimde, C5 kiimesi de ikinci aralikta
olan dikdortgenlerin ug¢ noktalarin olusan kiime olsun. Dikdortgenlerin her
birini C, Cs kiimelerinin u¢ noktalarini kullanarak sonlu kez bolelim. Boylece
elde edilen dikdértgenlerin toplam alanlar1 degigmeyecektir. [ai,b;) X [ag, by)
dikdortgenini orten dikdortgenler A;, [ai,b;) araligimi Orten ve kegismeyen
araliklardan, Bj;, [ag,bs) dikdortgenini Orten ve kesismeyen araliklardan ol-
mak iizere, A; X B; bi¢imindedirler. Simifta yapilan bir boyutlu ¢rnege ben-
zer bicimde ilk araligi A; olmak tizere boylesi araliklarin alanlarimin toplami
agagidaki carpimdir:
(6.65)  A;boyu x (b — asg)

bigimindedir. Simdi i tistiinden toplam alir ve ayni neticeyi bir kez daha
kullanarak aradigimiz sonuca varabiliriz.

(3)[a1, by) X [asg, by) dikdértgeninde bulunan sonlu tane kegigmeyen dikdortgen
ailesine ayni1 bolme iglemini yapabilir ve bu aileye kesismeyen yeni dikdortgen
ailesi ekleyerek biiyilik dikdortgeni orten bir aile bulabiliriz. Burada daha onceki
sonugumuzu kullanarak dikdortgenlerin alanlarimin toplaminin (by —aq)(by—as)
carpimindan kiiciik veya egit olduguna hiikmedebiliriz. Buradan da sayilabilir
ve kegismeyen dikdortgenler ailesinin alanlari toplaminin yukaridaki sabitten
kii¢iik veya esit olduguna hiikmedebiliriz.

(4) D;,i = 1,..., N dikdortgenlerinin birlesimi D dikdortgenini igersin. D
dikdortgenini D dikdortgeninin son noktalarimi kullanarak alt dikdortgenlere
bolelim. Boylece elde edilen dikdortgenler ya tamamen D icindedirler veya
onu kesmezler.D; dikdortgenini (gergekte biricik olan)tamamen D iginde kalan
dikdortgenle degistirelim. Simdi tiimevarim’a bagvurarak ilk N —k dikdortgenin
kesismedigini,ve tiimiiniin D i¢inde kaldigini ve birlegimlerinin D dikdortgenini
orttligiini varsayabiliriz. Simdi, bir sonraki dikdortgene, Dy 1 dikdortgenine
bakalim. Bu dikdortgeni daha onceki Dy, ..., Dy, D dikdortgenlerini belirleyen
araliklarin son noktalarini kullanarak alt dikdortgenlere bolelim. Dy 1 dikdortgeninin
boltinesinden sonra elde edilen dikdortgenler ya tamamen bir D;,j < N —
k icinde kalirlar ya da D iginde degildirler. Bunlari atarak k sayisini bir
azaltinz(Bunu yaparken belki N artirilmak zorunda kalsak bile bunda bir
sakinca yoktur). Bagka bir deyisle, timevarimla, dikdortgenleri bolerek ve
gerekmeyenleri atarak, birbirlerini kesmeyen, D i¢inde kalan ve birlegimleri D
dikdortgenini orten bir aile elde ederiz. Bu yeni dikdortgenler ailesinin alanlar:
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toplami, bir onceki gozlemden, tamtamina D’ nin alanina esittir. Dolayisi ile
alanlar toplami1 baglangicta, en az, bu kadardir.

(5) D = [a1,b1) X [ag, by) dikdortgenini Orten, sayilabilir dikdortgenler, ailesi
icin bir boyuttaki gibi hareket ederiz. Ilk olarak kenarlarm boylarmi tisten
sinirlayan bir C' sabiti oldugunu kabul edebiliriz. Sonra k-in¢i dikdortgeni biraz
daha biiyiik olacak sekilde, her iki iist limiti de, § > 0 olmak iizere, 27§ kadar
biiyiitiiriiz. Simdi alan artmistir ama bu artig 2C2~% dan biiyiik degildir. Simdi
biiyiitiilen ve sayilabilir kiimelerin i¢lerinden olugan ortii [a;, by — ] X [ag, by — ]
kompakt kiimesini ortecektir. Kompaktlik geregi orten agik kiimelerin sonlu
tanesi de yine acik bir ortii olacaktir. Ayni teoremin yari-acik bicimini kul-
lanarak, ayni son noktalar1 kullanan ve [ay,b; — 0) X [ag, by — 0) igin bir orti
bulabiliriz. Daha o6nce elde edilen sonlu haldeki sonucu kullanarak,

(6.66) alanlar toplami+ 2C > alanD — 2C6

bulunur. § keyfi oldugundan, sonuca ulagilmigtir.[]

Sizleri basmak fonksiyonlarinin integrallerini alma konusundaki detaylar:
ogrenmeye tegvik etmek isterim. Simdi araliklar yerine dikdortgenleri kulla-
narak, yaptigimiz her seyin iki boyuta da yapilabilecegini gérmenizi istiyorum.
Isin gercegine bakarsamz her sey R™ de de calsir.

Problem 2.4 (1) [0, 1] tizerindeki her siirekli fonksiyon bir basamak fonksiy-
onlar1 dizisinin diizgiin limitidir.(ip ucu: Once gercel durumu diiglintin. Aralig
2™ egit parcaya boliin ve basamak fonksiyonlarini o altaralik iizerinde siirekli
fonksiyonun infimumu olarak tanimlayin. Sonrada diizgiin yakinsaklik kul-
lanin.

(2) Calculus’te 6grendiginiz "teleskopik seri” hilesini kullanarak [0, 1) tizerindeki
her siirekli fonksiyonun f; fonksiyonlar1 basamak fonksiyonlari ve Vo € [0,1), ;| f;(z)| <
oo olmak tizere

(6.67) > fi(x),¥a €[0,1)

olarak yazilabilecegini kanitlayiniz.

(3) Buradan [0, 1] tizerindeki her siirekli fonksiyonun bu arahigin digia 0 ola-
cak bi¢gimde genigletildiginde, Lebesgue integrallenebilir bir fonksiyon oldugunu
kanitlayiniz.

(Cézim.(1) Strekli bir fonksiyonun gercel ve sanal kisimlar1 da siirekli oldugundan
once gercel degerli siirekli fonksiyonlar i¢in kanit yapar sonra da toplama ya-
pariz. Siirekli fonksiyonlarin kompakt kiimeler tizerindeki diizgiin stirekliliklerinden,
ki burada kiime [0, 1] kiimesidir, verilen n sayisi i¢gin 6yle bir N buluruz ki
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|z —y| < 27V igin |f(z) — f(y)] < 27V olur. Simdi N, n bagh olmak iizere
verilen araligi 2V esit parcaya boler ve n nin fonksiyonu olarak azalmayan
olmasinda 1srarci olur ve her altaraligin kapaniginda basamak fonksiyonu F,,,
minf = inf f olacak bigimde tanimlanirsa,

(6.68) |f(x) — Fu(x)| <27, Vo €[0,1)

ve (6.68) deki egitsizlik araliklarin son noktalarinda da gegerli olur. Dolayisi
ile [0, 1) kiimesi tizerinde diizgiin olarak F,, — f yakinsamasi vardir.

(2) f1 = F1, ve k > 1 igin f, = F}, — Fy_; tamimlanirsa, bunlar basamak
fonksiyonlar1 olacaklar ve

669) Y B~ 1,
k=1

saglanir. F),.; tamimindaki aralik F}, i¢in de bir altaralik olacaktir. F}, tanimindaki
her altaralikta f’in degeri 27" den fazla degisemiyecegi igin ,
(6.70) [ fu(2)] = [Frpa(z) — Fu(z)] <27, Vn > 1

bulunur ve buradan da [ |f,| < 27" elde ederiz. Bu serinin mutlak toplabilir
oldugunu verir. Esasinda seri [0,1) araliginin her noktasinda yakinsaktir ve
(6.68) geregince f fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

(3) Bu nedenle f Lebesgue integrallenebilir bir fonksiyondur.

(4) Sag taraftaki integral Riemann integrali olmak iizere

(6.71) /f:/olf(x)dx

esitligini sormamigim. Fakat, bu agagidaki

(6.72) / f = lim,, / F,

esitligiden ve basamak fonksiyonlarimin [0, 1] tizerindeki integralleri degerlerinin
o altaraliktaki iist Riemann toplamlar1 ve alt Riemann toplamlar1 arasinda
kalmasindan elde edilir.[]

54



