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18.102 Fonksiyonel Analize Girig Bahar Donemi 2009
DERS 4. LEBESGUE INTEGRALLENEBILIRLIK

Basamak fonksiyonlar1 hakkinda konusuldu. Sonra Lebesgue 6lgiimiin temeli
olan ortme onteoremi ele alindi. Bu kullamlarak integral yapacagiz ve son-
rasinda basamak fonksiyonlarin artan dizilerini ¢alisacagiz.

Uygunluk acgisindan bir araliktan kastedilen soldan kapali ve sagdan acik
aralik anlagilacak ve [a,b) ile gosterilecek. Bu araligin uzunlugu bosg kiime
iken 0 diger durumda b — a olacak (tabii ki bu kapali aralik i¢gin dogru degil.
Boyle bir aralig1 iki ayrik araliga asagidaki gibi bolebiliriz:

(4.1) a,b) =la,t)Ut,b), a<t<hb.

Bir basamak fonksiyonu
(42) f:R—=C

sonlu araliklarin birlesimleri diginda kalan noktalarda sifir ve her bir aralik
tizerinde sabit olan bir fonksiyondur. Bu durumda f(R) sonludur-yani sadece
sonlu sayida deger alir-ve

(4.3)  f'(c) sonlu sayida ayrik araliklarin birlesimidir, ¢ # 0.

Basamak fonksiyonlarini toplam bi¢iminde yazmak ¢ogu zaman yararh olur:

N
=1

yani araliklarin karakteristik fonksiyonlarinin sayilarla ¢arpiminin bir toplamidir.
Buradaki temsil yazilimi tek degildir. Ancak araliklar tizerinde ayrik ve maksi-
mallik ayarlamasi yapilarak f'nin ayni u¢ noktaya sahip iki aralikta ayni deger
almamasi saglanir.

Bir basamak fonksiyonunun bir sabitle ¢arpimi yine bir basamak fonksiy-
onu ve iki basamak fonksiyonun toplami yine bir basamak fonksiyonudur-
gortintiiniin sonlu oldugu agik. Araliklarin farki [a,b) \ [@/,b") ve iki arahigin
birlesimi her zaman araliklarin bir birlesimidir. Bir basamak fonksiyonun mut-
lak degeri de bir basamak fonksiyonudur.

Bir f basamak fonksiyonun integrali (4.4) den

(45) [ f=Selbi-a)

25



olarak tanimlanir ve bu deger, fonksiyonun temsilinden bagimsizdir. Tabii ki
iyi tamimhilikla, bu deger f’nin Riemann integraline esittir (bunu gostermek
basit).

Onerme 1. Yukarida tammlanan anlamda R de tamml basamak fonksiy-

onlar1
(46) Il = [ 1f

seklinde tanimlanan norma gore bir normlu uzaydir.

Siirekli fonksiyonlar yerine bu uzay: tamlayacagiz (yani tamlanigini bulacagiz)-
hem daha yaygin hem de daha kolaydir. Direkt bir sekilde Mikusinkski’ye
ait olan acik bir tamlanigin1 olugturabiliriz. Burada Lebesgue integrallenebilir
fonksiyonu tanmimlayabiliriz, ancak bu tanim tizerinde biraz ¢caligmaya ihtiyacimiz
var.

Tanwym 3. Basamak fonksiyonlar1 f,, lerin mutlak toplanabilir dizisi f,, var
ve agagidaki ozellikleri sagliyorsa f : R — C fonksiyonuna Lebesgue integral-

lenebilir denir:
SO S RTACIES

(4.8) Z | fn(z)| < oo saglayan her z € R igin f(z an

Dolayisiyla bu tanim biraz karigiktir-once bir mutlak degerlerinin integral-
lerinin toplamimin sonlu olan,yani (4.7) saglayan bir basamak fonksiyonlar
dizisi f,, olmalidir. 3, | f.(x)| < 0o saglayan her x,igin f fonksiyonunu f(z) =
>, fu(z) olarak verilmelidir. Bu tanimin iyiligi kendine yeter bigimde olmasi
ve prensip olarak ”herseyin” buradan gikartilabilecegidir.

Oncelikle Ortme énteoremine ihtiyacimiz var-temel olarak, basamak fonksiy-
onlarin dizisine ya da serilerine baktigimiz zaman ”araliklarin” sayilabilir toplulugunun
ozelliklerini anlayabilecegiz. Asagida gecen iki durumun dikkatli bir kanitinin
verilmesini size birakiyorum.

Onteorem 1. C; = [a;,b;), i =1,..., N, araliklarin sonlu bir toplulugu ise

N
(4.9) CiCla,b) Vi ve CiNCj=0 Vi#£j=> (bi—a;)<b—a.

=1

Diger taraftan



Bunu bolme noktalar: ekleyerek kanitlayabilirsiniz.
Aymni geyi araliklarin sayilabilir topluluklari i¢in de yapabiliriz.

Onerme 2. C; = [a;,b;), i € N, araliklarn sonlu bir toplulugu ise

(4.11) C;Clab) Vi ve C;NCi=0 Viji=> (b—a)<b-—a.

i=1
ya da
(4.12) [a,b)cJCi= > (bi—a;) > b—a.
i=1 i=1

Kamt. Once kamtin cok acik oldugunu diisiinebilirsiniz. (4.9) hipotezi her
sonlu altaraliklar: i¢in dogru ve bdylece sonlu toplam her zaman sabit bir b—a
sayisindan kiicliktiir ve dolayisiyla sonsuz toplam-ve buradan da yakinsaklik
elde edilir.

Diger taraftan (4.12) Heine-Borel teoremine bagh oldugundan kaniti ¢ok
agik degildir. (4.10)"1 uygulayabilmek i¢in § > 0 verilsin. Her bir arahigin alt
limitini a; — 27%9 alt limiti ile degistirerek genisletebiliriz ve

(4.13) [a,b— 0] € [a,b) © (e — 276, by)

olacak bi¢imde acik araliklari ele alabiliriz. Heine-Borel teoremini kapali araliklarin
kompakthgma uygulayarak bu agik araliklarim sonlu tanesi [a,b — ) araligin
orter. Dolaysiyla (4.10)’in uygulanmasiyla agsagidaki esitsizligi saglayan sonlu
bir N vardir.

N [e'e)

i=1 i=1
Esitsizlikteki toplam sonsuz olabilir, bu durumda fazlasiyla dogrudur. Bu
esitsizlik her 6 > 0 i¢in dogru oldugundan (4.12) elde edilir.

Integrallenebilir fonksiyonlarin en temel ozelliklerinden biri asagidaki mono-
tonluk onteoremidir.

Onteorem 2. fn monoton olarak 0’a azalan basamak fonksiyonlarin bir dizisi
olsun, yani

(4.15) fu(z) ] 0 VzreR
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ise
(4.16) liqgn/fn —0
dir.

Burada gegen ”azalan” kavrami her z i¢in f,(x) dizisinin artan olmamasi ve
limitinin 0 olmas1 anlamindadir. Bu durumda elbet te f,,’lerin hicbiri negatif
degildir. Ustelik ilk terimi bir la,b) arahigmin diginda sifir dolayisiyla diger
terimlerde ayni ozelliktedir. Burada onemli sey limitin diizgiinlik varsayimi
olmadan integral dizisinin limitinin sifir olmasidir.

Kanit. Basamak fonksiyonlarinin integrallerinin tamimina geri giderek, her
x igin f,(z) > far1(x) esitsizliginin [ f,, dizisinin azalan (yukaridaki anlamda
artan olmayan) bir dizi oldugunu elde ederiz. Dolayisiyla iki durum vardir:
ya 0 a yakinsar ya da pozitif bir degere yakinsar, son durumda her n igin
J fn > ¢ olacak bigimde bir § > 0 vardir, dolayisiyla bunun olamayacagini
gostermeliyiz.

Verilen € > 0 i¢in

(4.17) S; ={z €a,b): fj(x) <€}

kiimesini ele alahm. (Burada f; [a,b) araligi diginda sifirdir, dolayisiyla her
n igin f, bu aralik diginda sifirdir. S; kimelerinin herbiri araliklarin sonlu
birlegimidir. Ustelik her z i¢in f,(z) — 0 oldugundan

(4.18)  JS;=la,b)
J
dir. Aslinda S; artandir. By = 5; ve
(419) B, =S\ S,
alimirsa Bj ler ayrik, herbiri sonlu sayida araliklar igerir ve
(420) B, = [a.b)

dir. Onerme 2'yi B; araliklarina uygulayabiliriz. I(B;) B;nin uzunlugu olarak
alirsak, birlegsimi alinan sonlu tane araligin uzunluklariin toplami

(4.21) Zl(Bj) =b—a
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saglayacaktir.
A'y1 fi(z) < A olarak segelim. Bu durumda A, f,,’lerin bir iist smir1 ola-

caktir.
(4.22) > U(Bj) <e
Jj=N
olacak bicimde yeterince biyiik bir N segebiliriz. & > N i¢in fiy'nmin Sy
iizerinde parcalara boltinmesiyle

(4.23) /fk < (b—a)e+eA

elde edilir. Bu esitsizligin sag tarafinin birinci kismi Sy tlizerinde f; < e
olmasindan, diger kismi ise geriye kalan araliklarin uzunluklarinin toplaminin
€’dan biiyiik olmamasindandir.

Bu integralin sonunda kiiciik oldugunu gosterir!!!

Daha kuvvetli bir sonu¢ agagidadir.

Onerme 3. gn asagidaki ozellikleri saglayan gercel degerli ve azalmayan
basamak fonksiyonlarin bir dizisi olsun.

(4.24)  lim gu(z) € [0,00] Vz€R.
Bu durumda
(425) lim / gn € [0,00].

Yukarida [0, 0o] yazilmasinin nedeni azalmayan g,,(x) dizisinin limitte "0 ya da
pozitif” olabileceginin yanisira ”+400” yakinsamasi nedeniyledir ve bu durum
integrallerin dizisi i¢in de dogrudur.

Kanit.
(4.26)  fu(z) = max(0,—g,(x)) VreR

fonksiyonunu ele alalim. Bu dizi negatif olmayan ve her noktada 0’a azalan
dizidir ve
2 [z [
dir. Aciklandigr gibi bu Onteoremden elde edilir.
Bundan sonra bunu kullanarak Lebesgue integralinin taniminin bazi1 anlam-

larda anlamli oldugunu gosterecegiz. Bunun yaninda integralin iyi tanimh
oldugunu gosterecegiz.

29



