MIT Acik Ders Malzemeleri

http://ocw.mit.edu

Bu materyallerden alint1 yapmak veya Kullanim Kogullar1 hakkinda bilgi al-
mak igin http://ocw.mit.edu/terms veya http://www.acikders.org.tr adresini
ziyaret ediniz.

18.102

Introduction to Functional Analysis

Bahar 2009

Prof.Dr.Richard Melrose

11



18.102 Fonksiyonel Analize Girig Bahar Donemi 2009
DERS 3. BANACH UZAYLARI

Bir normlu uzaydan bir Banach uzayma taniml sinirli doniigtimlerin bir Ba-
nach uzay1 oldugunun kanmitini hatirlayalim. Bunun ic¢in ¢ok zor olmayan
kanitin adimlarini hatirlamakta yarar var: Bir normlu uzaym Banach uzay1
olmast i¢in gerekli ve yeterli kogul her “mutlak toplanabilir (absolutely conver-
gent)” serinin yakinsak olmasidir. Burada gegen mutlak toplanabilme, norm-
larin toplaminin sonlu olmasi anlamindadir. Kanitin biiyiik bir kismi1 mutlak
toplanabilir diziler yardimiyla, her normlu uzayin bir Banach uzayma tama-
malanabilecegi ile ilgilidir. Kanitin son kismi bir sonraki ev 6devinin, ve kanitin
nasil sonlandirilabilecegi konusunda yol gosterici olan, ilk sorusudur. Onceki
dersde yer alan tamlik ile ilgili kismin kanit1 agagidakilerin icerisindedir.

(1) Wilde:-Onerme 1.6

(2) Chen:-Bulamadim.

(3) Ward:- En kolay yolu Onteorem 2.1.

Bugiinkii derste normlu uzayin tamlanisi hakkinda yapmis oldugum konunun
biraz kisaltilmig bicimi burada. Ikinci problem listesinde yer alan problemlerin
birinci kismini 24 Subat a kadar degil, MIT takvimine gore bitirmenizi istiy-
orum. Bu problemler zor goziikse de bunlara caligmaniz konuyu anlamanizi
saglayacaktir. Bunlar1 yapmadan once, bize gerekecek bilgileri verecegiz.

V., ||.|l,; normuna gére bir normlu uzay olsun. V’nin tamlanis: asagidaki
kosullar1 saglayan bir B Banach uzayidir.

(1) Bir I : V. — B birebir (1-1) dogrusal fonksiyon vardur.

(2) Her v € V icin

(3.1) )5 = llolly-

(3) V’nin gortntiisi I(V) C B, B’de yogundur.

V'nin kendisi bir Banach uzayi ise B = V ve [’yi birim fonksiyon olarak
secebiliriz.

Teorem 1 Her normlu uzaywn bir tamlanist vardar.
? Kanat” ( Son kusma size burakildr). Oncelikle daha bityiik bir uzay tanimlayalim.
(32) V={(w)Z, ux €V, T2 [lugl| < oo}

‘77I~1H1 elemanlaria V’deki mutlak toplanabilir seriler denir.
V'nin elemanlarinin bir Cauchy dizisi oldugu gosterildi. Yani (u) mut-
lak toplanabilir bir dizi ise vy = XY, kismi toplamlar dizisi, Cauchy duir.
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Asagidaki dizilerin toplama ve bir sabitle carpma islemine gore V bir vektor
uzayidir (lineer uzay):-

(33) tl(uk) -+ tg(ulk) = (tluk + tgulk).

Bu mutlak toplanabilir seriler igin tiggen esitsizligini verir:

34 ¥

tl Zuk + tgulk S |t1| HukH + |t2‘ Z HU/kH .
k k

V'’nin altuzay:

(3.5) S ={(w) : > |luxl| < o0, > =0}

ele alalim. V’nin S’ye gore boliim uzayma B diyelim. Yani
(3.6) B=V/S.

B’nin elemanlar, (u) € V olmak fizere, (u;) + S C V bicimindedir. B'nin
agagidaki ozellikleri sagladigin1 kontrol edelim.
(1) B tizerinde bir norm

(3.7) bl = lim  (w)+S=1b

n
D
k=1

olarak tanimlanir.
(2) TIk uzay V', B uzayima agagidaki gibi gdmiilebilir:

3.8) Vov—I(w)=(u)+S, u=v, u=0 Vk>1

ve norm (3.1)1 saglar.

(3) I(V) C B yogundur.

(4) B, (3.7) deki norma gére bir Banach uzayidir.

Oncelikle (3.7) bir normdur. Bir Cauchy dizisinin normlari R de bir Cauchy
dizisi oldugundan (3.7)'nin sag tarafindaki limit vardir. S’nin elemanlarinin
ozelliginden dolay1, S’nin bir elemanimin (uy) € V eklenmesiyle kismi toplam-
lar dizisinin normu degismez. Buradan b € B icin ||b||z iyl tammh oldugu
goriiliir. Ayrica ||bl|; = 0 olmasi tam anlamiyla (uy) dizisinin normda 0’a
yakinsamasidir ve dolayisiyla S nin elemani ve boylece b = 0. b,b € B sirasiyla
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V deki (ug) ve (u'y) dizileriyle temsil edilsin. Bu durumda tb,b+ b € B ele-
manlar1 V' de sirasiyla (tuy) ve (ug + u'y) dizileriyle temsil edilirler ve

lm || tug| = [t limn_oo || > uslf,
" k=1 k=1
lim. Z up +u'p)|| = A=
(3.9)verilene > 0,igindN 3V¥n > N, A —e < Z(uk + u/k) —
k=1
A—e< Zuk—i- Vn>N—
k=1
A—e<|bllp+ Il Ve>0=
16+ V5 < (bl + V]| 5-
Bu durumda I(v) = v,0,0,..., elemanimin normu kismi toplamlar dizisinin

normlarnin limitidir ve béylece ||v||;, dolayisiyla ||I(v)|| 5 = ||v]ly, ve I(v) =0,
buradan da v = 0 elde edilir. Yani I birebirdir.

B’nin tam ve I(V)’'nin yogun oldugunu gostermeliyiz. Bunun zorlugunun
tartigmasi burada. Belki siz kendi yonteminizle farkli bir yonden bakabilirsiniz.
Bu konuda sonraki problemler listesi i¢in kendi yontemlerinizi yazmanizi istiy-
orum.

Bugiin dersde gordiigtimiiz gibi, B'nin Banach uzay1 olmasi B’deki her mut-
lak toplanablhr serinin yakinsak olmasidir. ( ) € V olmak iizere B’de (b,)

dizisi by, ( ) + § verilsin ve toplanabilme kogsulu saglansm. Yani

n)

(3.10) oo >> |ballp = Z hm

k=1 1%

Buradan ), b, = b oldugunu, limit b’yi bulmamiz gerekiyor. Bunun mutlak
toplanabilir bir ser CYIG verilecegi varsayiliyor. Burada ”problem” belli anlamda
bu serinin ), >, ;' ne benzeyecegi. Ciinkii serinin b,, lerin toplamiyla temsil
edildigi varsaylhyor Simdi

(3.11) sz: Hu,ﬁ”)HV < 00
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oldugunun gosterilmesi ¢ok iyi olacaktir. Ciinkii bu ¢ift toplamdan kurtul-
mamiza firsat verir ve buradan mutlak toplanabilir bir seri elde edilebilir.
Kotii olan durum (3.11) 'nin olmasimin gerekmedigi. & iizerinden toplamin her n
icin yakinsak oldugunu biliyoruz fakat toplamin yakinsak oldugunu bilmiyoruz.
Bildigimiz (3.10) da sadece 'normlarin limitlerinin’ toplaminin yakinsadig.

Problemin ¢oziimii i¢in yollardan biri b,,'nin "temsilini’ ilk olarak (u,g”)) olarak

secmek zorunda olmamamiz-b,, 'nin temsilini (ugcn))’e S’nin bir elemanim ekley-
erek yapabiliriz. Her sabit n icin, u}’i '"daha hizli yakinsayacak bigimde diizenlemek

bir fikir. Verilen € > 0’e karsilik her N > Nj i¢in

(3.12)

>

k<N

- anHB
v

<o T, <o
k>N

olacak bicimde Ny sayist secebiliriz. Ustelik N; < N;_; olarak segebiliriz (n’nin
sabitlendigini hatirlayalim), dolayisiyla

(3.13)

> o

k<N;

= llonll5
14

<27 Y |u|, <27
k>N,

: Sqorin ; 1) N1 () () NG (n)
Simde "serinin yeni toplamr’ v; " = 352 w7, vy = 352y, tanimlamasiyla,
n’inci seriler igin € = 27" alinsin. Simdi

(3.14) Z; [kl < o0

oldugunu kontrol ediniz.
Tabii ki, ilk toplanabilir seri gibi b, = (v}) + S almarak elde edilen yeni
toplanabilir serinin de galigtigi kontrol edilmeli. Simdi

(3.15) b= (wp)+S, wpi= Y v eV
l+p=k

olarak tamimlanan dizinin limitini bulmaya gahgalim. Dolayisiyla (wy)nin
V’de mutlak toplanabilir ve n — oo icin b, — b oldugunu kontrol etmeliyiz.
Tamlik hakkinda gerekirse daha fazla tartigma yapabilirim.
Son olarak I(v)'nin B igerisinde yogun oldugu sorusu var. Bu yukaridaki
ayn fikirle yapilabilir-belkide bunu once yapmak daha iyi olabilirdi. Verilen
b € B elemani igin, k — oo iken ||I(v;) — b||z; — 0 olacak bi¢imde v, € V
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elemanlar1 bulmaliyiz. 0yi temsil eden mutlak toplanabilir (uy) serisini ve
v; = foil uy alalim, Nj’ler yukaridaki gibi olugturuldu.

>

p>N]~

< D lluwlly

316) 1(2,) ~ bl = Jim
v p>Nj

esitsizliginden /(v;) — b oldugunu kontrol ediniz.
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PROBLEMLER 2

Problem 2.1 10 Subat da dersde inga edilmis olan uzayin tam oldugu konusun-
daki kanit1 tamamlayiniz. Bu inganin betimlenmesi Ders 3’de bulunacagi gibi
gosterilen yol izlenerek de yapilabilir.

Problem 2.2. Basamak fonksiyonlarin mutlak toplanabilir dizileri 6rnegine
bakalim. [0, 1) araligi i¢in (sagdan kapalilik ve soldan agiklik se¢imi konusunda
kuvvetli bir tercih oldugunu hatirla) bir gesit standart Cantor altkiimesinin,
basamaklardaki 3 islemini gozoniine alalim. Yani merkez aralik [%, %) araligini
gikartahm. Geriye Cy = [0, 3) U [2,1) kalacaktir. Kalan arahklarin herbirinin
merkez araliklarmn gikarilmasiylada Cy = [0, 5)U[3, 5) U[2, §) U[3, 1) kiimesi
elde edilir. Bu yol takip edilerek C} C C}_; ozelliginde her biri sonlu tane
yari-agik araliklarin birlesimi olan kiimeler elde ederiz. Simdi C} tzerinde
fr(x) = 1, diger durumlarda 0 olan f; basamak fonksiyonlarmin serisini ele
alalim.

(1) Bu serinin mutlak toplanabilir oldugunu kontrol ediniz.

(2) Hangi z € [0, 1) igin > | fx(x)| yakmsaktir.

(3) Bu serinin varligi yardimiyla [0, 1) araliginda Lebesgue integrallenebilir
(Ders 4 de tanimlandigi gibi) bir fonksiyon tanimla ve bunun Lebesgue inte-
gralini hesaplayimiz.

(4) Bu fonksiyon Riemann integrallenebilir midir (Riemann integralin tanim
hatirlanirsa bu kolay, zor degildir).

(5) Son olarak gikartilan kiimelerin birlegimleri iizerinde 1 ve diger yerlerde
sifir olan g fonksiyonunu ele alalim. g’nin Lebesgue integrallenebilir oldugunu
gosterip ve integralini hesaplayimiz.

Problem 2.3 R? icin 6rtme Onteoremi. R? nin [ay, by) X [as, by) bicimindeki alt
kiimesine bir dikdortgen diyecegiz. Bu dikdortgenin alam (by — a1) X (by — a2)
olarak tanimlanir.

(1) Araliklar1 alt araliga bolerek bir dikdortgeni altdikdortgenlere ayirabiliriz.-
la1,b1)1 [a1, by)U[ag, be)] ile degistirerek. Bir dikdortgenin alaninin altdikdortgenlerinin
alanlarimin toplamina esit oldugunu gosteriniz.

(2) Sonlu ve ayrik dikdértgenlerin birlesiminin bir dikdértgen oldugunu
varsayalim (her zaman ayni yari-agik anlaminda). Ayrik dikdortgenlerin alan-
larinin  toplaminin birlegimlerinin olugturdugu dikdortgenin alani oldugunu
gosteriniz (1p ucu: altbolme iglemini uygula).

(3) Birlegimleri bir dikdértgen iginde kalan sayilabilir ayrik dikdortgenler
toplulugunun alanlari toplaminin bunlari igine alan dikdortgenin alanindan
kiigiik ya da esit oldugunu gosteriniz.
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(4) Sonlu dikdortgenler toplulugunun alanlarinin toplaminin bunlar igine
alan dikdortgenin alanindan, kii¢iik ya da esit oldugunu gosteriniz.

(5) Onceki sonugda gecen iglemi sayilabilir dikdortgenlerin birlesimleri icerisinde
kalan dikdortgenler igin genigletilebilecegini kanitlayiniz.
Problem 2.4

(1) [0, 1] araligindaki tanmimh siirekli her fonksiyonun [0, 1) araliginda tanimh
basamak fonksiyonlarin dizgin limiti oldugunu gosteriniz. (ip ucu:- gergel
duruma indirgeme, araligl 2" esit araliga bol ve basamak fonksiyonu her bir
boliinen aralikta stirekli fonksiyonun infimum degeri olarak tanimla. Sonra
diizgiin yakinsamay1 kullan.

(2) 'Teleskopik yoketme’ yontemini kullanarak siirekli her fonksiyonun, f;
ler her z € [0,1) icin Y, | f;(z)| < oo kosulunu saglayan basamak fonksiyonlar
olmak tizere f; lerin toplami, yani

(3.17) ij(x) z €[0,1)

olarak yazilabilecegini gosteriniz.

(3) [0,1] arahginda tamimh siirekli her fonksiyonun, bu aralik digimda 0
degeri alan genisgletilmis fonksiyonun R de Lebesgue integrallenebilir oldugunu
gosteriniz.
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PROBLEM 1’IN COZUMLERI

Ik dort problem kiiciik L, uzaylar: olarak ta anilan (? uzaylar: hakkindadir.
(oztimleri [y i¢in verebileceginiz gibi her p, 1 < p < oo i¢in de verebilirsiniz.
Problem 1.1 Her p,1 < p < oo veya sadece p = 2 igin;

P={a:N—C,) l|g| <o0,a;=a(j)}

Jj=1
dizilerinin agagidaki normla,

e}

lally = (3 lag[")'/”
j=1
normlu bir uzay oldugunu gosteriniz. Bu tanimlanan dizilerin bir vektor uzay1
olduklarini ve tanimlanan normun norm olmak icin saglamasi gereken ti¢ kosulu
sagladiginin gosterilmesi demektir.

Cozim. Herhangi bir kiimeden degerlerini bir vektor uzayinda alan fonksiy-
onlarin vektor uzayir oldugunu biliyoruz- buradaki toplama iglemi degerlerin
toplami bi¢imindedir. Dolayisi ile [P’nin vektor uzay: olabilmesi i¢in toplama
ve skalerler ile carpma iglemleri altinda kapali olmas1 gerekiyor. Skalerler ile
carpma iglemi altinda kapaliligi gostermek kolaydir:

(3.18)  [tai| = [t|las| = [[tall, = [¢t[[|all,

Bu zaten ||.||, ifadesinin norm oldugunu géstermekte gerekliydi. [P de olan
a, b dizilerinin toplami a+ b nin de [P de olmas1 liggen esitsizliginin uygulamasi
ile edilir. 0 <t igin t? fonksiyonunun artan oldugunu kullanarak;

(3.19) |a; + b;|? < (2maks(|al;, [b];))? = 2Pmaks(|a;|P, |b;|P) < 2P(|a:|? + |b;]P).

Buradan da

lla+ bl = > la; + bl” < 2°(llall” + [[5]]7)
j
elde edilir. {? nin norm uzay: oldugunu kamtlamak i¢in ||a||, nin gergekten

bir norm oldugunu kamitlamaliy1z. ||a||, sifir’dan kiiciik degerler alamaz. Eger
||a|[, = 0 ise, bu her i i¢in, a; = 0 demek olacagindan, a = 0 buluruz. Geriye
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kalan tek husus ise iiggen esitsizliginin saglandigidir. Eger p = 1 ise, istenilen,
mutlak deger fonksiyonunun ii¢gen esitsizligini saglamasindan elde edilir:

(320) la+bll =3 lai + il < 3 (las] + [bi]) = [lall1 + [[Bl]x
p'nin 1 < p < oo degerleri i¢in kanitlamamiz gereken esitsizlige Minkowski
esitsizligi adi verilir. Minkowski egitsizligi Young esitsizligi olarak taninan
esitlikten elde edilen Holder esitsizliginin bir sonucudur. Young esitsizligi,
1/p+1/q =1 i¢in (dolaysi ile g = p/(p — 1) dir).
p q

321) af<E +2Z Va,8>0
p q
Bunu gormek icin, o = x fonksiyonu olarak,

2P 3
(3.22) f(x) ’ zf3 + .

Bu fonksiyon x = 0’da negatif degildir ve x > 0 degerleri i¢in 2?, 3 dan daha
hizli biiyiidiigii i¢in, pozitiftir. Dahasi, tiirevlenebilir bir fonksiyondur ve tiirevi
sadece 2P~ = 3 degerinde sifir olup, burada z > 0 icin mutlak bir minimum
degerine sahiptir. Bu noktada f(z) = 0 oldugundan Young esitsizligini elde
ederiz. Simdi bu esitsizligi, o = |a;|/||all,, B = [bi|/|]|b]], (kuskusuz iki say:
da sifirdan farkh kabul edilmektedir) sayilar: i¢in kullanip, i iizerinden toplam
alarak Holder egitsizligini

‘ai|p |bi’q
(3:23)) - bl /lal plBlly < 3 lallbilNallp 1ollg < 3 (\ " -

7 \llallop ~ [0ll2g

ve buradan da

= | > aibil < |lall,/[bllq
%

buluruz. Simdi buradan, licgen esitsizligi ve birinci c¢arpanda ¢ kuvveti
alarak, Minkowski egitsizligini elde ederiz.

S Zlamtbi\(p_l)\ai] +Z|al+bz\(p_l)]bl\
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< (O (ai + bil") " (llall, + llo1l,)

7

Ik carpanla bolerek, sag tarafta

(3.25) |l =+ bll, < lall, + 16}

Dolayisiyla, [P ger¢gekten normlu bir uzaydir.
Problem 1.2 Problem 1.1 deki zor kisim tiggen egitsizligi idi. Eger size her N
icin

N
1
(O las[)"/7
j=1
ifadesinin CV de norm oldugu verilseydi, bunu kullanabilir miydiniz?
Cézim. Evet, gercekten her N igin ,

N N N
(3:26)( lay +bs[)'"? < (3 lay|P) 2 + (3 [bs7) 1"
j=1 j=1 j=1

dogru olsaydi, [P nin 6geleri i¢in norm yukaridaki sag taraf i¢in bir tistsinir
olurdu, yani,

N
(3:21) (Xl + b)Y < lally + bl
j=1
Sol taraf N sayisinin artan degerleri ile arttigindan, yakinsar ve iistten,
N sayisindan bagimsiz olan, sag taraftaki ifade ile simrh olur. Bu iiggen
esitsizligidir. Ozetlersek, bu ilk problemdeki us yiiriitmenin N’den bagimsiz
olarak tekraridir.

Problem 1.3 Problem 1.1 de tamimlanan [P nin ya da [? nin tam oldugunu
kanitlaymiz. Yani Banach uzayi oldugunu gosteriniz. Yani her Cauchy dizisinin
yakinsak oldugunu kanitlayiiz. Burada problem verilen Cauchy dizisinin lim-
itini bulmaktir. Her N icin N noktasinda budanmayla elde edilen CV deki her
dizinin CV de bir Cauchy dizisi oldugunu gosteriniz.

Coziim. [P uzaymda Cauchy dizisi olan a(™ alalim. Dizideki her 6ge yine

[P de olan, {a§~n) 32, dizisidir. Asagidaki Problem 1.5 de kanitlanacak olan
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normun siirekliliginden, ||a(™]| dizisi R de bir Cauchy dizisidir ve yakimsar.
Buradan dizinin sinirli oldugunu elde ederiz. Yani, bir A sayisi ve her n i¢in
|a™]||, < A vardir. Cauchy tamimindan, verilen ¢ > 0 igin, dyle bir M sayisi
vardirki her m,n > M icin

(3.28) [l = o™}y = (Xl — )7 < ¢/2

Her i damgast icin, |a\” — a{™| < ||a™ — a™]|, saglandigimdan, o™ dizisi
C’de Cauchy dizisidir. C tam oldugundan, her i = 1,2,... i¢in

(3.29) limna™ = g

i

vardir. Verilen dizinin limiti i¢in aday, a = (a;) dizisidir. Normlarin sinirliligy,

N
(3.30) Yl < A

verir, burada n — oo iken limit alarak

N
(3.31) Y |a;ilP < AP, YN = |la||, < A

bulunur. Dolayisi ile a € [” bulundu. Benzer bigimde Cauchy kosulundaki
sonlu esitsizlikte m — oo iken limit alarak,

N
(3.32) (X laf™ —a™P)" < /2

i=1
elde ederiz. Dolayisiyla, her N icin
N
(3.33) (Yol — ;)P < ¢/2

bulur ve buradan da

(3.34) |[a™ —a|| <€e,Vn>M

elde ederiz ve bu [ uzaymda, a™ — a demektir.
Problem 1.4 Isterseniz n = 2 alabilirsiniz, [’ uzayinin birim yuvari S kiimesini
diiginelim. Bu kiime uzunluklar1 1 olan vektorlerin
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S={act:|lall, =1}

kiimesidir.

(1) S kiimesinin kapali oldugunu gosteriniz.

(2) Dilerseniz Rudin’nin kitabina da bakarak, metrik uzaylarda kompakt
kiimelerin dizisel betimlenigini animsayiniz.

(3) Dilerseniz n-inci yerde 1, kalan koordinatlarda 0 olan diziyi diigiinerek S
kiimesinin kompakt olmadigini kanitlayiniz.

(Cozim. Bir sonraki aligtirmada ele alinan, normun stirekliligi nedeni ve
S kiimesinin, kapali {1}’in kiimesinin ters goriintiisiine esit olmasindan, S
kapalidir.

Animsanmasini istedigimiz sonug, metrik uzaylarda bir altkiimenin kom-
pakt olmasi icin gerek ve yeter kosulun kiimedeki her dizinin yine kiime i¢inde
yakinsayan bir altdizisinin olmasidir.

Bu durumda asagidaki diziler dizisini ele alalim:

(3.36) sz{Q eger, i 7 n
1, eger,i=n

Bu dizinin n # m icin, ||a™ — a™)||, = 2Y/? &zelligi vardir. Bu nedenle hig
bir Cauchy altdizisi olamaz. Bu nedenle yakinsak degildir. Bu da S kiimesinin
kompakt olamiyacagini verir.

Bu sonug 6nemlidir. Sonlu ve sonsuz boyutlu normlu uzaylar arasindaki
temel farklihgr gosterir. Sonlu boyutlu uzaylarda Heine-Borel teoreminden
birim yuvar kompakt, sonsuz boyutlu uzaylarda ise kompakt degildir.

Problem 1.5 Normlu her uzayda, norm siireklidir.

(Cozim. Esasina bakarsaniz bu problemi ¢ok daha 6nce ele almaliydik! Uggen
esitsizligi normlu bir uzaydaki u, v vektorleri i¢in

(3.37)  lull < [fu = v[[ + [[ol]; [Jo]| < llu = ol| + [[u]]

verir, buradan da

(3:38)  [[lull = {lvl[] < [Ju = vl]

bulunurki, bu normun sadece siirekliligini degil ayni1 zamanda Lipschitz
stirekliligini de verir.
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