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18.102 Fonksiyonel Analize Girig Bahar Donemi 2009
DERS 26.HAHN-BANACH TEOREMI ve OZET

Bu derste neler yaptigimizin hizli bir 6zetini vermeden 6nce Hahn-Banach
Teoremini ifade edip kanitlayacagiz. Bu teorem fonksiyonellerin genislemesi
hakkindadir. Temel sorulardan biri: Normlu uzaylarda asikar (yani, sifirdan
farkli) olmayan siirekli bir fonksiyonel var midir? sorusudur. Bu dual uzayin
asikar olmayacagini yanitlar. Bu sorunun yanit1 Hilbert uzaylarinda hatta on
Hilbert uzaylari i¢in Riesz Temsil Teoreminden elde edilir, ¢iinkii bu uzaylarda
uzayin duali ile kendisi aynydir. Hahn-Banach teoremini bir normlu uzayin
tamlaniginin oldugunu gostermek i¢in de kullanacagiz.

Theorem 19(Hahn-Banach). Eger M C V bir normlu uzayin dogrusal
altuzay1, v : M — C asagidaki (26.1) stireklilik kogulunu saglayan dogrusal
doniigim ve

(26.1)  |u()| < C|It], Ve M

ise her x € M igin U(z) = u(zx) ve ||U|| < C olacak bi¢imde smirh bir U : V' —
C dogrusal dontigtim vardir.

Once hesaplamalarla, siirekli dogrusal fonksiyonlar normu arttirmadan ’bi-
raz’ genigletiriz.

Onteorem 20. M C V normlu uzaym bir altuzayi, 2 ¢ M ve u: M — C
(26.1) de oldugu gibi simirli dogrusal bir fonksiyonel olsun. Bu durumda

(26.2) U|y=u, |W(t+ax)<Clt+az|ly, V teM, aeC

olacak bigimde v' € M' ={t' € V : ' =t + ax,a € C} fonksiyoneli vardir.

Kamt. M’ uzayindakidaki bir noktamn ¢ = ¢t + ax yazilimi tektir, ¢linkii
t+ax =t + ar ise (a — a)r € M dolayisiyla, z € M oldugundan, a = @ ve
boylece t = t elde edilir. Buradan

(26.3) W'(t+ ax) =u'(t) + au(z) = u(t) + Aa, A =u'(z)

elde edilir. Burada kullanabilecegimiz tek sey A'min se¢imidir. A'nin her-
hangi bir se¢imi w'nin bir geniglemesini verir, burada sorun w’nin normunu
arttirmadan genigletimin yapilmasidir. Eger C' = 0 ise u = 0 bir genisletimdir.

u fonksiyonelini 1/C' ile ¢arparak C sayisim 1 olarak alabiliriz. Simdi eger v’
u/C fonksiyonelinin genigletimi ise C'u’ fonksiyoneli v fonksiyonelinin genigletimidir
ve (26.2) kogullarini saglar. Artik,
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(26.4)  Ju(®)] <ty vieM

oldugunu varsayabiliriz. A sayisin1 agagidaki esitsizligi saglayacak bicimde
secmek istiyoruz.

(26.5) |u(t) +al < ||t+az||lyVte M, acC
a = 0 ise A iizerinde bir kisitlama yoktur. a # 0 i¢in (26.5) da a ile bolerek

t t
(26.6) alu(=) = Al = |u(t) + al] < [t + azlly = |alll > - =[lv

elde ederiz. £ € M oldugundan
(26.7)  Ju(t) = A < ||t —z||[vy Yue M

olacak bicimde ayarlanir ve genel durum buradan elde edilir.
Dolayisiyla A'y1 gercel secebiliriz. Kompleks degerli bir fonksiyonel gercel
kismindan elde edilebilir. Dolayisi ile her ¢ € M igin,

(26.8) w(t) = Re(u(t)) Vte M

diyelim ve w’yi gercel degerler alan bir fonksiyonele genigletmeye caligalim-
bu elbetde komplex sayilar tlizerinde dogrusal olmayacak ama gercel sayilar
tizerinde dogrusal olacaktir, ancak (26.7) nin bir benzerini elde etmek istiyoruz:

(26.9) |w(t) — A < ||t — ||y Vte M,

bu dogrusalligi icermiyor. w fonksiyonelinin (26.4) deki norm esitsizligini
sagladigini bildigimizden, oradan

(26.10)  fw(t1) —w(ta)| < [ulty) —u(te)] < [t — Lol < [[ts — |[v + |[t2 — z[|v
buluruz. Buradan da
w(ty) —w(tz) < [t — zl|lv + [tz — z||v =

(26.11)
'LU(t1>—Ht1—.ZEH SW(t2)+|’t2—l’HV th,tQEM
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elde ederiz. Bu esitsizligin sag tarafindan inf, sol tarafindan sup alarak arada
bir A\ segebiliriz-yani

(26.12) w(ty) — |[th — 2| < tSU.%)/[(U)(tl) — [t —=[]) <A
1€

< tig}%{(w(tg + |t — z||) <w(t) + ||t —z|lv Vit € M.
2

Bu asagidaki ifadeyi gerektirir.

(26.13) —||t—z|ly < —w(t)+ < |[t—z||y = |w()A| < —||[t—z||y Vte M.
Bu aradigimiz durumdur-u’nin gercel kismini genisletmeyi bagardik.
(26.14) w'(t + ax) = w(t) — (Rea)\ ve |w'(t+ azx)| < ||t + ax||y.
Boylece u'nin geniglemesini komplekslestirme yaparak elde ederiz. Boylece
(26.15) o/(t + ax) = w'(t + ax) — iw'(i(t + ax))
elde ederizki bu genisletim kompleks sayilar iizerinde dogrusaldir. Ciinkii;
' (2(t+ ax)) = W' (2(t + ax)) —iw'(iz(t + ax))
(26.16) = w'(Rez(t+ax) +ilmz(t+ax) —iw' (iRez(t+ax)) +iw' (Imz(t + ax))

= (Rez + ilmz)w'(t + ax) — i(Rez + iImz)(w'(i(t + azx)) = zu'(t + ax)

saglandigindan u’ kompleks sayilar iizerinde dogrusaldir. Bu kesinlikle u’yu
M fizerinde genisletir, ¢iinkii yukaridaki ayni 6zdeslik, u fonksiyonelini gercel
kismi w ile ifade eder. Son olarak norm kogulunun saglandigini gérmek igin,
¢ok onceden kullanilan,

|u'(t + ax)| = Ree®u'(t + ax) = Reu' (et + ax)

(26.17) | | |
= w'(eu+ ePax) < ||e”(t + ax)||v = ||t + az||v

olacak bigimde tek bir 6 € [0,27) oldugunu animsamak yeterlidir. Bu kaniti
tamamlar.
Hahn Banach Teoreminin kanit
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Zorn Onteoreminin bir uygulamasidir. Secme belitinden Zorn Onteoreminin
nasil elde edildigi ile ilgilenmeyecegiz. Se¢me Belitine inaniyorsaniz Zorn énteoremine
de inanabilirsiniz.

Zorn Onteoremi sirali kiime iizerinde bir ifadedir. Bir F kiimesi iizerindeki
kismi siralama E x E’nin agagidaki kogullar: saglayan bir altkimesidir. (e, f)’'nin
bu altkiimede olmasini e < f ile gosterecek olursak,

(26.18) e<e, e<f ve f<e=e=f e<f ve f<g=e<g.

Kismi siralama ile siralama arasindaki onemli fark herhangi iki 6genin mutlaka
kargilagtirilabilir olmamasidir.

Eger kiimenin her iki elemani karsilagtirilabilir ise kismi sirali bir kiimeye
zincir denir. Bir D C FE kiimesinin bir st s, her d € D icin d < e
kosulunu saglayan e € E elemamdir. E’nin bir maksimal(en biiytik) elemani
e < f oldugunda e = f kosulunu saglayan, e € F elemandir.

Onteorem 21(Zorn) Bos kiimeden farkli kismi sirali bir kiimede her zincirin
bir iist sinir1 varsa en az bir maksimal elemani vardir.

Kamit. M C V bir normlu uzaym altuzay1 ve v : M — C smirh bir
dontigim ve u, M'nin V' den kisitlama ile elde edilen normuna gore sinirh
olsun. Zorn Onteoremini E ile gosterecegimiz (v, N) ¢iftlerine uygulayacagiz.
Burada (v, N), M C N C V,v|y = uve ||v||y = ||u||y saglanmaktadir. Bagka
bir deyisle, v, M altuzayim iceren bir altuzay N uzayina u fonksiyonelinin u
ile ayn1 norma sahip geniglemesidir. Bu kiime bog kiimeden farklhidir, ¢linkii
(u, M) ¢iftini igerir ve Ny C Na, va|n, = vy ise (vy, N1) < (ve, Np) dir. Bunun
bir kismi sira oldugunu kontrol edebilirsiniz.

C bu geniglemelerin bir zinciri olsun. Yani (v;, N;) € Cise (v, N1) < (vg, N3)
ya da (vg, N2) < (v1, N7) olmahdir. Buradan

(26.19) N =U{N :bazvicin (v,N)eC}CV

bir dogrusal altuzaydir. Bu birlesim sayilabilir degildir ya da benzeri bir du-
rumu yoktur. Ancak, zincir olma kurali nedeniyle, bu kiimeye ait iki elemandan
biri digerinin i¢indedir. Benzer bigimde

(26.20) ©:N —C, O=uv(z) efer z€N, (v,N)eC.

Verilen bir x i¢in z € N olacak bigimde bir siirii (v, N) ikilisi vardir. An-
cak zincir olma 6zelliginden dolay1 v(z)nin degeri aymdir. Dolayisiyla, v iyi
tanmml ve dogrusaldir. Ustelik |2(z)| < ||ul|a]|v|]v esitsizligini saglayan bir
geniglemedir. Yani (7, N ), C'nin bir st siridir.
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Zorn (“)nteorerfnvi geregi E’nin bir maksimal elemani vardir. Bunu (4, M )
ile gosterelim. M = V ise istenilene ulagilmig olur. Tersi durumunda, z €
V' \ M vardir. Qr/lteorem 20 yi (@, M)'nin | (u', M') geniglemesine uygulayalim.
Dolaywsiyla (@, M) < («/, M'). Bu (@, M)nin maksimal olmasiyla celisir.CJ
Zorn Onteoreminin bir¢ok uygulamasi vardir. Bunlardan énemli biri agagidakidir:

Onerme 33. Herhangi bir normlu uzay V ve z € V icin f (x) = 1 ve
| fI| < ||z||v olacak bi¢imde siirekli dogrusal f : V' — C fonksiyoneli vardir.
Kamit. M, x tarafindan iiretilen altuzay olsun ve u(zx) = z olarak tanimlansin.
Bu fonksiyonelin normu ||z||y dir. Bunun geniglemesiyle istenilen f elde edilir.
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