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DERS 25.GERCEL SAYILAR UZERINDE FOURIER
DONUSUMU

Son derste harmonik salinimin 6zfonksiyonlarinin olugturdugu ortonormal
dizinin tamhigini gosterdik. Bu bize Fourier dontigiimiiniin bazi temel 6zelliklerinin
kanitlanmasina izin verir. Zaten dogrusal dontisiim oldugunu biliyoruz.

(25.1) LYR) — C°(R), u(€) = / e (z) dx.
Ik asamada Fourier doniisiimiiniin etkisi zaten gosterildi:

(25.2)  F(uo)(€) = v2meo(€).

Benzer bir diigiinceyle,

(25.3)  F(u;)(€) = V2milu;(€) VjeN.

u; = Cu;_1 gercegini kullanarak tiimevarimla ilerleyebiliriz. Burada sozii
edilen integraller sonsuzda ¢ok hizl yakinsarlar, dolayisiyla kismi integralle
sorunumuz olmayacaktir.

d T cduj
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(25.4) f(dxu]_l) 711—I>rc>lo - i dx
T , .
= (/_T((iﬁ)(€_m§duj—1dﬂ7 + [e_zwguj—l(x)]TT)> = (i§)F (uj-1),
[ de~¢ .d
Flruj_q) =1 Tguj,ldx = zd—gf(uj,l).
elde edilir. Bunlar kullanilarak, tiimevarimda gereksinim duyulan,
d o d : i
(25.5)  F(uy) = F((=-+@)uj1) = (Z(_(Tg +E)F (uj-1) = iC(V2m " uyy)

elde edilerek, (25.3) kanitlanir.
Dolayisiyla tiim elemanlar1 L'(R) olan ve F doniigiimiiniin 6zfonksiyonlar:
olan L?(R)'nin bir ortonormal tabani bulunur.

Teorem 17. Fourier dontigii L'(R) N L*(R) yi L?(R)’ye gotiiriir ve stireklilik
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nedeniyle, L?(R) uzaymin bir izomorfizmasima genisler. \/%.7: unitary bir
doniigimdiir ve F dontigimiiniin tersi,

(256) F(f)) = o [5(e)

:27r

doniigiimiiniin L'(R) N L?(R) den siireklilik geregi genigleyen dontigiimdiir.

Kanit. Ashnda bu kanitlandi. Hermite tabaninin elemanlar: e; fonksiyonlar:
hem L'(R) ve hem de L?*(R) igerisindedirler, dolayisiyla u € L'(R) N L*(R) ise
F altindaki goriiniisiinii bulmak icin L? deki iccarpimi hesapliyarak,

(25.7) (Flu)se)) = [ es(@eute)duds = [ Fleg)(ahue) = vVami(u,e;).

goriiriiz. Bessel esitsizligi F(u) € L*(R) oldugunu gosterir (kuskusuz, siirekli
oldugundan yerel integrallenebilirdir). Geri kalan hususlar kolayca elde edilir.

Bunun yaninda Parseval ve Plancherel 6zdesliklerini de kanitladigimizi dikkat
ediniz:

(25.8) || F ()2 =27 |ull 2, (F(u), F(v)) =2m(u,v), Vu,ve L*(R).

Sobolev uzaylari ve Schwartz uzaylarinin tanimlarini ve Fourier déniigtimleriyle
olan iligkisinden bahsedelim.

Once Sobolev uzaylari: F’nin isomorfik(esyapr doniigiimii) olarak L?(R)’yi
L?(R)’ye goturdiignii gorelim. (25.4) den Fourier doniigiimiiniin z degiskenine
gore tiirev almayr € degiskeni ile carpmaya doniistiirdiigiinii gorebiliriz. L2
uzayindaki fonksiyonlarin nasil tiirevlenebilecegini bilmiyoruz daha dogrusu
bu uzayda tiirevin ne anlama geldigini anlamaya ¢aligiyoruz. Matematikgilerin
cogu kez yaptigi gibi istedigimizi bir tanim yaparak netlegtirmeye ¢aligalim.

Tanym 10. Herhangi s € (0, 00) i¢in mertebesi s olan Sobolev uzay1 L*(R) nin
bir altuzay1 olarak soyle tanimlanir:

(25.9) H*(R) = {u e L*(R) : (1+ |¢]*)27w e L*(R)}.

Buna ek olarak H°(R) = L?*(R) olarak tammlanir.
Problem 1. Pozitif mertebeli Sobolev uzaylarinin

(25.10)  [lull, = |1+ ¢ 2@

L2
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normu altinda Hilbert uzay1 olduklarini gosteriniz.

s arttikca bu uzaylar kiigiilurler. n > s bir tamsay1 ise bir kompakt kiime
diginda sifir olan R da tamimli n-kez siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlar H* de
yogundur. Bu stireklilik geregi agagidaki énermeyi anlamh kilar.

Onerme 32 Smurh dogrusal dontigim

(25.11) 4 cH(R) — HHR), s> 1,v(z) = < 0(&) = i€u(§)
dz dz
her s < n i¢in kompakt dayanakli n-kez siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlarda
tirev kavrami olarak tutarhdir.
Sobolev uzaylar1 hakkinda pek cok énemli sonuctan biri de ”L? tiirevleri”
ve 7 bilindik tiirev” arasindaki iligkidir.
Teorem 18 (Sobolev gommesi). n bir tamsay1 ve s > n + 5 ise

(25.12) H*(R) C C.(R)

n-inci mertebeden tiirevleri sinirl, n-kez stirekli tiirevlenebilir fonksiyonlardan
olusur.

Aslinda bunun kaniti zor degildir. H* den baska, benzer uzaylar da tanmimlanabilir:
ornegin x ve ¢ degiskenlerini simetrik olarak diigiiniip,
(25.13)  Hj,(R) = {u € L*(R) : (1 +[¢]*)2m € LA(R), (1 + [¢]")2u € L*(R)}.
uzaylar1 tanmimlanabilir.

Problem 2. H?, (R) uzaylarimi Hilbert uzay: yapacak uygun bir norm tanimlaymiz.

(R)

Problem 3. Harmonik salimimu siireklilikle A7

(25.14) H: H'? — HE (R),Y s5>2

180 180

izomorfizmasina genisleyecegini gosteriniz.

Hilbert uzaylarinin, hatta Banach uzaylarinin yolun sonu olmadigini soylemek
isterim. Bu baglamda, Fourier doniigiimleriyle iligkili 6nemli uzaylardan biri
Schwartz uzayidir. Tanimi basittir. Schwartz uzaylarim S(R) ile gosterecegiz
ve

ueSR)<—=u:R—-C.

(25.15) her n igin siirekli tiirevlenebilir ve,
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dpu
< 0
P

lull, = >= sup(l + |z|)*

k+p<n zeR

Biitiin bu egitsizlikler «’'nin biitiin tiirevlerinin, herhangi bir polinomla carpildiginda
sonlu kalmalar1 anlaminda, ”oo’de hizla azaldigl” anlamindadir.

Her j icin Hermite tabaninin ogeleri e;’ler S(R)'nin elemanlar1 oldugundan
S(R) bog kiimeden farkhidir.

(25.5) den anlagilacag1 gibi bu uzaylar Banach uzaylarma benzemezler. ||.||,
lerin herbiri normdur. Ancak, S(R) bu normlarin hicbirine gore tam degildir.
Ustelik bu sayilabilir sayidaki normlarin hepsinin belirledigi topolojiye gore
tamdir. Bu ne anlama gelmektedir? Ashnda S(R)

|u — vl
25.16) d(u,v) 2"
( Z L+ |lu—2],

n

metrigine gore metrik uzaydir, bunu kontrol edebilirsiniz. S(R) uzaynin bu
metrige gore tam oldugunu gosterecegiz. Boylesi bir uzaya Frechet uzay: denir.

Bunun Fourier dontigiimiiyle ne alakasi oldugu sorusuna gelince: Buradaki
nokta

d
(25.17) F:S(R) bir izomorfizmadir ve ]—'(d—u) = i¢F(u), F(zu) = —i
x
nerede anlamli ise, gecerlidir. Sobolev gomme teoremi

(25.18) /

ifadesini gerektirir. S(R)nin duali §’(R) ile gosterilir ve R tizerindeki dagilimlardar.
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