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18.102 Fonksiyonel Analize Girig Bahar Donemi 2009
DERS 23. HARMONIK SALINIM

Ozeslenik kompakt doniigiimler icin, spektral teoreminin tambhk kisminin
‘énemli’ bir uygulamas: olarak L?(R) i¢in Hermite tabanim tartigmak istiyo-
rum. Bu zamana kadar L?*(R) uzaymimn ayrilabilir oldugunu bilmemize kargin,
gercel sayilar tizerinde acik bir ortonormal taban bulmadik. Ancak 6yle bir
tabanin varhigim biliyoruz. Acik bir taban nasil olusturulabilir ve bu tabanin
kullanigh o6zellikleri nelerdir? Bir yol-Gramm-Schmidt yontemi kullanarak-
sayilabilir ve gerdigi uzay yogun olan bir kiimeyi-ortonormallestirmektir. Ornegin,

(23.1) exp(—x;) € L*(R)

olarak tanimlanan temel Gauss fonksiyonunu ele alalim.
Bunlar sonsuzda hizla azalan ve herhangi bir polinomla ¢arpimi kare integral-
lenebilir olan fonksiyonlardir:

2
(23.2) xkemp(—%) € I2(R) VkeNy=1{0,1,2,.}

Bu dizi ortonormallestirmeyle ortonormal bir taban verir, tamlhk kismi uy-
gun yaklagim teknigi kullanilarak gosterilebilir. Dogrudan yaklagim yerine
agagidaki harmonik salinimin tersinirligini tartigacagiz.

d? 9
233) H=———+=x
(23.3) 702
H dontigiimiiniin hangi uzay iizerinde etki ettigi konusunda simdilik belirsiz-
likler olsada H y1 bir doniigiim olarak diigtiniip tersinir oldugunu tartisacagiz.
[k gozlemlenecek olan Gauss fonksiyonunun, H 'nin bir 6zfonksiyonu oldugudur.

—2 d —z2 2 — 2 —z2 2 —z2 —z2

(23.4) He2 =——(—ze2 +a’e2 — (2 —1)e2 +a%e2 =e 2,

ve Ozdegeri 1 dir.
Aslinda, bu 6zel durumda, Gauss fonksiyonundan 6zfonksiyonlarin hepsini
iireten cebirsel bir yol vardir. Bunun igin

d d
C=(-—+1), A=(+2)
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olmak lizere

(235) Hu— (-2 4 x)(CZU b a)utu= (CA+ D

yazalim. Bu durumda
IQ

(23.6) Ae 7 =0
dir ve bu (23.4)1 kamtlar. (23.5) deki iki déniigiim ’yaradilig’ ve ’yoketme’
doniigimleridir. Asagidaki anlamda, u herhangi iki-kez siirekli tiirevlenebilir
fonksiyon olmak tizere, A ve C' dontigtimleri

(23.7) (AC —CA)u =2u

anlaminda neredeyse degigmeli dontigiimlerdir.
2

"Temel durum’ olarak ug = e~z alarak u; = Cug diyelim. (23.7), (23.6) ve
(23.5) den

(23.8) Huy = (CAC 4 C)ug = C?Aug + 3Cug = 3uy.

Dolayisiyla u; 6zdegeri 3 olan 6zfonksiyondur.

Onteorem 18. j € Ny = {0,1,2, ...} igin u; = CYuy fonksiyonu Hu; =
(27 + 1)u; esitligim saglar.

Kanit. j tizerinden tiimevarim yapacagiz. j = 0 ve j = 1 i¢in dogru
oldugunu yukaridan biliyoruz. Bu durumda

Yine, g;’ler dereceleri en fazla j—2 olan polinomlar olmak tizere, timevarimla
; ; 7/’2 . . . o .
u; = (2°27 4+ ¢j(x))e” =z dir. Gergekten bu j =0 ve j =1 icin (¢o = ¢1 = 0)
alinarak dogrulanir. Buradan

22

(23.10) Cu; = (27129 4 Cgy)e™ =
ve ¢j+1 = Cq; dereceleri en fazla j — 1 olan bir polinomdurlar. g;4; polinomu-
nun derecesi ¢; nin derecesinden bir biiyiiktiir.

Boylece p(x) bir polinom olmak {izere, u; ler tarafindan gerilen uzay p(x)e’é 'lerden
olusur.

Biitiin bu fonksiyonlar L?*(R) uzayindadirlar. Bunlarm normlarimi hesap
etmek istiyoruz. Standart integral hesabindan

(23.11) /R(e“”f)2 - /Re*xz s
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j > 01ic¢in kismi integral alma yontemi ile (6nce [— R, R] lizerinde integral alinip
sonra R — oo alinarak),

(23.12) /R(C’juo)2:/RCjuo(x)C'juo(x)dac:/RqujCjuo.

buluruz. Simdi, (23.7) den, C’lerin j faktérii boyunca A'nin bir faktoriini
cikartmaya devam edip, ug’1 'yok edilerek’;

(23.13)  ACTuy = 207 'u + CAC T tug = 20T ug + CPACTuy = 25C7 g
elde edilir. Dolayisi ile
(23.14) /R(Cjuo)Q - 2j/R(Cj’1u0)2 = 27 jI\/x.
Benzer bicimde
(23.15) /Rukuj — /RuOAkC’juo —0, k#j ise
Boylece

J 1 1 x?
(23.16) ¢; =27%(j) 2riCIe T

fonksiyonlarinin L?(R) de ortonormal dizi oldugunu buluruz.

Bu ortonormal dizinin tam oldugunu gostermek istiyoruz. Yaklagim yaparak
yaklasmak yerine agagidaki dontigiimiin

d d d? 9
(23.17) AC = (% +z)(——+2x) = —os Tt 1

tersinir oldugunu tahmin edebiliriz. Bir yaklagim 'tersi'ni olusturmay: dene-
mek ve ters doniigiimiin gercekten L?(IR) de kompakt, 6zeslenik, ve 6zfonksiyonlarin
sadece (23.16) da verilen e; ler oldugunu gostermek olabilir. Bunu dogrudan
yapmak yerine dolayl bir yol izlemeyi tercih ediyorum.
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PROBLEM 10°'NUN COZUMLERI

Problem P10.1 H sonsuz boyutlu ayrilabilir Hilbert uzay1 olsun. H'nin iki
kopyasinin direkt toplaminin
(23.18) (w,u2) € H @ H (ur,uz) — ([ + lua])?

normu ile donandiginda Hilbert uzay1 oldugunu gosteriniz. Ya bir mesafe
koruyan(izometri), egyapi doniigiimii(izomorfizma) yada bir bagka bicimde,

(2319) T:H—HeaeH, odrten, 1-1 (Jully = (Jull ger)

(23.19) deki ozellikleri saglayan fonksiyon inga ediniz.
(Céziim. (e;), H'mn bir ortonormal tabam olsun. Bdyle bir taban H nin son-
suz boyutlu ve ayrilabilir oldugundan vardir. Asagidaki dontigtimi tanimlayalim.

(2320) T:H—-H®H, T(u) = (il(u, €2i-1)€i, il(u, €2;)€i).

Fourier-Bessel serisinin yakinsamasindan bu iyi tanimh ve dogrusaldir. Tu = 0
olmasi durumunda her i i¢in (u,e;) = 0 ve buradan da u = 0 olacagindan, T
bire-birdir. Orten olmasi ise,

[e.9]

(2321) S H D H — H, S(Ul,UQ) = Z((ul, 61')62@',1 + ('LLQ, ei)egi)

i=1

doniigimiinin 2-yonlii ters olmasindan hemen elde edilir ve Bessel 6zdesliginden
. . . 2 2 2 .-
izometri, yani, ||S(uy, ug)||” = ||ua]|” + ||ua||” elde edilir.

Problem P10.2 Yukaridaki ingsa sonlu sayida tekrar edilebilir. H sonsuz
boyutlu ayrilabilir Hilbert uzay1 ise

(23.22) L(H) = {u: N — H [ull}, ) = D i)z < oo}

nin Hilbert uzay: oldugunu ve lo(H)’dan H’ye agik bir izometrik egyap1 doniigtimii
tanimlayiniz.

Coziim. Onceki problemdeki benzer tartigmalar bu problem icin de caliir.
H igin bir (e;) ortonormal tabani alahm. E; ; € lo(H ) 'nin elemanlari, her ¢ igin
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e; ler i'ninci terimleri diginda sifir; yani e;, lerden olugan vektorler, lo(H) igin
bir ortonormal tabandir. Ortonormal oldugu, i¢carpim

(23.23)  (u, V)iy(my = ¥ (uj,v;)m

J

oldugundan agiktir. Bu ayni zamanda, her j i¢in v = (v;)(v, Ej;;) = 0 olmas1 H
da v; = 0 olmasini gerektirdiginden, ayrica ortonormal bir tabandir. Izometrik
esyapl tanimlamak icin, m : N2 — N bir izomorfizma olmak iizere

(23.24) Tu=v, wv;= Z(u, em(iy))€i € H

(2

tanimlansin. Bunun birebir, orten ve isometrik oldugu gosterilebilir.

Problem P10.3 Bir sekilde C* = C \ {0} de kapali egrinin sarim sayisim
hatirlaymiz. Q = [0,1]N ve f: Q — C* siirekli ve exp(27ib) = f(0) esitligmi
saglayan her b € C igin

(23.25) exp(2miF(q)) = f(q), Yqe @ ve F(0)=b

ifadesini saglayan tek F': () — C siirekli fonksiyonu oldugunu gosteriniz.

1) ¢:[0,1] — C* kapal1 bir egri olsun-yani siirekli ve ¢(0) = ¢(1) saglansin.
N = 1igin C : [0,1] — C, F’nin bir se¢imi olsun. Kapal egrinin sarim
say1sinin

(23.26) wn(c) =C(1)—C(0) € Z

bi¢ciminde tanimlanabilecegini gosteriniz.

(C6zim. Bu durumda C’, F igin bir bagka se¢im olsun. g(t) = C'(t) — C(t)
stirekli, gergel degerli ve her ¢ € [0, 1] i¢in exp(2mg(t)) = 1 olur. Dolayisiyla
teklik nedeniyle bir sabit olmalidir. Dolayisiyla, C'(1) — C"(0) = C(1) — C(0)
ve sarim sayisi iyi tanimhdir.

(2)Sarim sayisi, wn(c) nin homotopi altinda sabit oldugunu gosteriniz. Yani,
i = 1,2 olmak iizere ¢; : [0, 1] — C*, ¢;(1) = ¢;(0) iki kapali egri ve her = € [0, 1]
i¢in, f(0,2) = c1(x), f(1,2) = ca(x), her y € [0,1] igin f(y,0) = f(y,1) olacak
bigimde stirekli bir fonksiyon f : [0, 1]> — C* varsa, wn(c;) = wn(cy) oldugunu
gosteriniz.
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(Cozim. Bu f homotopi baglantisim1 kullanarak F’yi secelim. f fonksiy-
onu ikinci degiskende periyodik oldugundan ve iki egri, f(y,0) ve f(y,1) aym
oldugundan teklik geregi F'(y,0) — F(y, 1) sabit olmali ve boylece wn(cy) =
F(1,1) = F(1,0) = F(0,1) — F(0,0) = wn(c;) elde edilir.

(3) n x n matrisinin kapal egrisi L, : x € [0,1] — > Id,,, ele alalm.
n x n matrislerinin bildik 6zelliklerini kullanarak, bu egrinin asagidaki an-
lamda birim matrise kapali egriler tizerinden homotopik olmadigini gosteriniz:
her z € [0,1] i¢in G(0,z) = L,(z), G(1,x2) = Id,x, ve her y € [0,1] igin
G(y,0) = G(y,1) olacak bigimde G : [0,1]> — L, (x) siirekli fonksiyonunun

olmadigini gosteriniz.

(oziim. Determinant tersi olmayan matrislerde sifir olan stirekli(esasinda
analitik) bir fonksiyondur. Ustelik 6zdegerlerin ¢arpim ile

(23.27) det(L,) = exp(2mizn)

olacak bi¢imde verilir. Bu egri 'genisletimi’ zn olan periyodik bir egridir ve
sarim sayisi n dir. Eger matrislerin periyodik egrilerinin homotopisi olsa idi,
her zaman tersinir olur ve bu durumda onceki sonug¢ nedeniyle determinantin
sarim sayisinin sabit olmak zorunda olurdu. Degeri birim metris olan sabit
egri icin sarim sayisi 0 olacagindan, boyle bir homotopi olamaz.
Problem P10.4 Ayrilabilir ve sonsuz boyutlu Hilbert uzayinda L,,’ye yukaridaki

anlamda karsilik gelen, H’da tersinir dontigiimlerde deger alan kapali egriyi ele
alalim.

(23.28) L:[0,1]> 2 — L(z) = ™ Idy € GL(H) C B(H).
Yukarida oldugu gibi, H'1, H & H ile esleyerek degeri tersinir doniigtimler olan
(23.29) M :[0,1* - GL(H ® H)

stirekli fonksiyonun varligini ve

(23.30)
(2330) M(Ov l’) = L(I)v M(L ZE)(UI, UQ) = (647rixu1’ Ug), M(y7 0) = M(?/? 1)7 VZL‘, y e [0’ 1]
oldugunu gosteriniz.

ip ucu Girdileri H'da olmak tizere H & H’1 2-vektor (ug, us) gibi diiglinebiliriz.
Bu iki faktor arasinda donmeyi diigtinmemizi saglar. Gergekten
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(23.31)  U(y)(u1,u2) = (cos(my/2)us+sin(my/2)us, —sin(wy/2)u;+cos(my/2)us)

ifadesinin U(0) = Id, U(1)(u1,u2) = (u2,—u;) olacak bigimde [0,1] —
GL(H @ H), y — U(y) stirekli bir fonksiyon tamimladigini gosteriniz. Simdi
Vi(z) ve Va(x) fonksiyonlari, sirasiyla, birinci ve ikinci bilegenleri sabit birakarak
digerinin exp(2mix) ¢arpimiyla elde edilen H & H ftizerinde tanimh fonksiyonlar
olmak tizere 2-parametreli

(23.32) U~ H(y)Va(a)U(y)Vi(z)

doniigtimler ailesini diigliniiniiz.

Céziim 10.4 1ki boyutlu uzayda oldugu gibi U(y), tersi U(—y) olan tersinir
bir doniigiimdiir. Bu (23.32) de tammlanan [0, 1}*> de tammh W (z,y) fonksiy-
onunun H & H da tanimli sinirli ve tersinir doniigtimlerden olugtugunu gosterir,
yani W : [0,1]* - GL(H & H) dir. =0 ya da z = 1 olma durumunda V;(z)
ve Va(x) her ikisi de birim olur ve boylece her y i¢gin W (0,y) = W(l,y) ve
dolaysiyla W, z de periyodiktir. Ustelik y = 0 icin W(z,0) = Va(x)Vi(z),
L(z) dir, birimin bir kat1 olur. Dger taraftan

2mix
(23.33) ( “ ) - ( c )
U2 U2
- 2w - 2w -
—e“™uy —e " uy U2

Bu (23.30) da M’nin aranan ozelligidir.
Problem 10.5 Bir 6nceki problemdekine benzer donme kullanarak stirekli

(23.34) G :[0,1)> - GL(H @© H)
ve agagidaki ozellikleri saglayan
(23.35)  G(0, ) (uy, up) = (€ uy, e~ 2™ %yy),
G(1,z)(ur,uz) = (ug,us), G(y,0) = G(y,1)Ve,y € [0,1]

saglayan siirekli fonksiyonun varligin1 gosteriniz.
Cozim 10.5. G(y, x) olarak

(23.36) = U(~y) ( Fp ) Uy) ( 62:96 1 >

e
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ifadesini ele alalim. Yukaridaki ayni nedenle, bu, (23.35)1 saglayan H & H da
tanimli tersinir doniigtimlerin kapali bir egrilerinin homotopisidir.

Problem 10.6. Yukarida olusturulan cesitli yapilar: agsagidaki gibi birlegtirelim:
lo(H) da tammh (23.34) deki gibi G : [0,1]> — GL(I2(H) ve

(23.37)  G(0,2)(up);2, = (exp((—1)*2miz)ug) ;.

G(1,z) =Id, G(y,0) = G(y, 1)Vx,y € [0,1]
ozelliginde bir homotopinin oldugunu gosteriniz.
Cézim. ly(H)"1 ¢ift ve tek pargalar olmak tizere

(2338) D:ve ZQ(H) — ((Ugi_l, (’UQZ‘)) € ZQ(H) D lg(H) — H D H

pargalara ayirabiliriz ve bu durumda l5(H)nin her kopyasi(aym izometrik
egyap1t dontigiimi ile) sagdaki H dir. Bu durumda o6nceki problemdeki ho-
motopi

(23.39) G(z,y) = D 'G(y,x)D

bi¢imindedir ve bu istedigimizdir.

Problem 10.7. Eilenberg Hilesi) Ayrilabilir bir Hilbert uzay: i¢in homotopi
inga ediniz. Yani,ly(H) da tanmimli (23.34) deki gibi bir G : [0,1]* — GL(l2(H))
ve (21.32) deki gibi, G(0,2) = L(z), G(1,z) = Id ve her z,y € [0,1] igin
G(y,0) = G(y, 1) saglayan siirekli bir dontigiim insa ediniz.

Ip ucu: Ogrendiklerimiz toparliyacagiz-herseyi [0, 1] araligimda olacak sekilde
ayarlyabiliriz. Once H uzaymi kendisinin iki kopyasma bélebiliriz. (23.30) de
L den M (0, z) gecebiliriz. Ikinci H parcasmdan bir lo(H) bélerek 6nceki prob-
lemdeki gibi bir tartigma ile bu parga tizerinde birim doniigimiini exp(+4miz)
ile carparak alterne eden(terimleri igaret degistiren) terimler olarak, once -
isareti ile bagliyoruz, yazabiliriz. Artik H & ly(H) uzayindayiz. Terimleri
yeniden dizmek bize yine lo(H) uzayimmda ¢aligma olanagi verir. Bu iglemler son-
rasinda egrimiz + isaretli olarak baslayan ve igaret degistirerek exp(d4mix) ile
carpma haline gelir. Sonrasinda yine, bir 6nceki problemde oldugu gibi, birim
(kapali egriler iizerinden) parcalanmig olur.

Cozim. Yukaridaki degiskenleri yeni bastan ayarliyarak, periyodik aileler
tizerinden ti¢ homotopi oldugunu kabul edebiliriz. H @ H iizerinde L(x) = ¢*™*
ile agagidaki matris arasinda

e47ri:c]d 0
(23.40) ( 0 M).
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H @ Io(H) iizerinde ise G(0,x) (23.37) deki gibi olmak {izere

e4m‘xld 0
(23.41) ( 0 M)

elmi[q 0
0  GO,x) )

ayrigimini yapabiliriz. Daha sonrada

(2342)[’[@ lQ(H) = lQ(H), (u,v) — W = (wj),wl =U,Wj41 = ’Uj,j >1

eglemesini yapariz. Bu iglem (23.41) deki doniigiim matrisini G(0, z) ™! gotiiriir.
Ayni ayrigim yontemi ile bu egriyi birim matrisine doniistiirebiliriz. Sonug
olarak bu bize bir homotopi verecektir. H iizerinde doniigtimlerin egrilerini
elde etmekte 1srar edersek boylarina boliip [0, 1] iizerine geliriz- her asamada
homotopiyi H uzayina geri gotiirdiigiimiize dikkat ediniz.
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