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18.102 Fonksiyonel Analize Girig Bahar Donemi 2009
Ders 20. OZFONKSIYONLARIN TAMLIGI

A € K(H) aynlabilir bir Hilbert uzaymda kompakt déniigiim olsun. A
kompakt olmasa bile

(20.1) Nul(A) C H

altkiimesinin kapali, dolayisiyla Nul(A)* bir Hilbert uzayi-sonlu boyutlu olabilir-
(A = 0 durumunda bunun ilging bir durumu yoktur).

Theorem 15. Ayrilabilir bir Hilbert uzay1 H i¢in, A € K(H) dzeslenik, kom-
pakt bir déniigiim, A* = A ise null(A)* nin A'nin 6zfonksiyonlarindan olugan
bir ortonormal tabani vardir-j — oo igin A; — 0, |A;| artmayan bir dizi olmak
tizere u; ler

(202) AUj = )\j’dj, )\j c R \ {O}

olarak ayarlanabilir. Null(A)* sonlu boyutlu ise, dizi sonlu bir dizidir.

Bunun kanitinin1 vermeden once ”Fredholm Alternatifi” olarak bilinen kul-
lanigh sonuclarini verelim.

Sonug 4. Ayrilabilir bir Hilbert uzayinda A € IC(H) 6zeslenik kompakt
dontigiim ise

(20.3) u—Au=f

esgitliginin her f € H i¢in ya tek ¢oztimii vardir ya da
(20.4) u—Au=0

esitliginin ¢oztimi agikar olmayan sonlu boyutlu uzaydir ve (20.3) esitliginin
¢Oziimi olmasi igin gerekli ve yerli kogul f’nin biitiin ¢oztimlere dik olmasidir.

Kamit. Bu Id — A doniigimiiniin sifir uzaymin kapali goriintii kiimesine
dik olmasidir. Dolayisiyla I'd — A tersinir olup-olmamasindan bagimsiz olarak
goriintli kiimesi tam olarak Null(Id — A) nin diktiimleyenidir. Bu gerceveden
bakildiginda, gortintii altuzay: sifir uzaya her zaman diktiimleyen oldugundan,
cok fazla alternatif olmadigr diigtinebilir.[]

Onteorem Ayrilabilir bir Hilbert uzayinda (sonlu boyutlu da olabilir) A €
H(A) 6zeglenik kompakt doniigiim ise

(20.5) F(u) = (Au,u), F:{ueH:|ul|=1}—R.
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fonksiyonu birim kiime tizerinde supremum ve infimum degerini alan stirekli
bir fonksiyondur. Ustelik maksimum yada minumumu sifir degil ise, bu, A'nin
bir ozvektoriinde alinan, o6zdegerdir.

Kanit. F(u) sonlu boyutlu uzaylarda bir fonksiyon gibi goriinse de Gyle
degildir. Oncelikle A'nin 6zeslenik olmasimdan dolay

(20.6) (Au,u) = (u, Au) = (A*u,u) = (Au, u)

oldugundan F' gercekten gercel degerlidir. A'min ve igcarpimin siirekliliginden
ve agagidaki gerektirmeden

(20.7)  [F(u) = F(u)] < [(Au,u) = (Au, u')|+[(Au, u') = (Au', )| < 2| Al [lu — o'

dir (¢linkii u ve v/ nin normlar birdir) dolayisiyla F' siireklidir.

Sonlu boyutta, kiire kompakt ve bir kompakt kiimede stirekli fonksiyon mak-
simum ve minumum degerini alacagindan kanit biterdi. Genel durum igin
A'min kompakthgt kullanilacak. F' kesinlikle sinirhidir.

(20.8)  [F(u)] < sup |(Au,u)| < [|A].

fJull=1

Boylece F(u)) — sup F' ve F(u,) — inf F' olacak bigimde ;" ve u; dizileri
vardir. Zayif kompakthiktan altdiziye gegerek u} — u® ve u, — u™ zayif
yakinsadiklarim varsayabiliriz. A’min kompakthgimdan Aut — Aut, Au, —
Au~ yakisamalar1 kuvvetlidir, yani normda yakisarlar. Bu durumda

(20.9)  |F(u) = F(uf)| < |A(uf —ub),ud)| + |A(®, uf — o)
= ‘A(uf - ui),uf)‘ + ‘(ui,A(uf — ui))‘ <2 HAuiE — AuiH

ifadesinden F'(u™) = lim F'(u™) ve F(u~) = lim F'(u~) sirasiyla F'nin supre-
mum ve infumumlaridir. Bdylece sonlu boyutda oldugu gibi supremum ve
infumum degerleri sirasiyla maksimum ve minumum degerlerdir.

Dolayisiyla AT = sup F' > 0 oldugunu varsayabiliriz. Bu durumda v_lu™
olan her v € 'H igin agagidaki egri

(20.10) L, : (—m,7) = R L,(0) = cosOu™ + sinfv
birim kiirenin igerisindedir. Hesapla

(20.11)  F(Ly(0)) = (A(Ly(0), L,(0)) = cos*F (u*)+2sin(20)Re(Au™, v)+sin?(0) F(v),
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. Bu fonksiyonun # = 0 noktasinda maksimum deger aldigini biliyoruz. Bu
fonksiyonun (7, —m) araliginda kesinlikle tiirevlenebilir ve tiirevi siireklidir).
O noktada tiirevi Re(Au™,v), dolayisiyla sifirdir.  Aymi durum v yerine iv
alinmasi durumunda da dogrudur, dolayisiyla, aslinda

(20.12) (Aut,v) =0 Volu®, |v||=1.

Bu v’ler tarafindan gerilen uzay alimirsa v Lu™ olan her v i¢in (Au™,v) = 0
dolayisiyla A*w, wt min bir gercel kati olmalidir. Bunun F’min tanim icinde
degerlendirilmesiyle Au®™ = Atu™, 6zdegeri AT = sup F olan, 6zvektordiir.
Aymni fikir inf F' negatif ise uygulanir, 6rnegin A, —A ile degistirilebilir. Bu
onteoremin kanitini tamamlar.
Teorem 15nin kanity Oncelikle Hy = Nul(A)t C M Hilbert uzaym ele
alahm. Bu durumda

(20.13) (Au,v) = (u, Av) =0 Yu € Hp,v € Nul(A) = Au € H,,

oldugundan A, Hy uzayimi kendisine gotiiriir.

Ustelik A'nin H, uzayma kisitlamgi olan Ay kompakt doniisiimdiir-kompakt
olmasimin nedeni, B(0,1) C Hy igin A(B(0, 1)) kiimesinin birim kiirenin gériintiisiinden
daha kiiciik olmasimdandir(ashnda esittirler).

Kuadratic formu F, olan A, déniisiimiiniine Onteoremi uygulayarak bir
ozvektor buluruz. sup,, < —infg, olmadikca, bu ozvektor, sup,, kargihk
gelsin-diger durumda inf karsihik getirilir. Fy = 0 olmadikca bu yapilanda
hicbir hata yoktur. Ustelik,

Onteorem 15 Bir Hilbert uzayinda, genelde, ozeslenik doniigiim icin

(20.14) F=0s A=0.

Kamt. Ilkesel olarak F sadece birim kiirede tamimlanir, fakat elbette, bu-
radan her v € H i¢in (Au,u) elde edebiliriz. Yani, v = 0 durumunda bu
elbette sifirdir ve diger durumda

(20.15)  (Au, u) = [Jul]>F(-—).

[l

A y1 kutupsal olarak ifade edebiliriz.
(20.16) 2(Au,v) = (A(u+v),u+v) +i(A(u + v, u + iv).

Bu F' =0 ise A = 0 oldugunu gosterirl]
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Dolayisiyla A = 0 olmadikga bir 6zvektor bulabiliriz-A = 0 durumunda
Nul(A) = H dir. Simdi tiimevarim kullanabiliriz. A i¢in normlar1 bir olan
birbirlerine dik e; 6zvektorleri ve 6zdegerleri A; olmak tizere

(20.17) Hy = {u € Ho = Nul(A)* : (u,e;) =0,j =1,2,..., N}
olacak bi¢gimde bir N'nin oldugunu varsayalim. Yukaridaki tartigmadan dolayz,
(20.18) u € Hy = (Au,ej) = (u, Aej) = Aj(u,e;) =0 oldugundan u € Hy = Au € Hy,

boylece A dontisimii Hy uzayimi kendisine gotiirtr.

Ustelik bu kisitlanmg doniisiim Hy de kompakt ve 6zesleniktir. Dolayisiyla,
Hy da kisitlanmig dontisiimiin 6zdegeri F'nin maksimum ya da minumumu
olan bir ozvektoriinii bulabiliriz. Problem, herhangi bir yerde, F' = 0 oldugu
zaman olugabilir, fakat bu durumda Hy tizerinde A = 0 ve Hy LNul(A)
oldugundan Hy = {0} elde edilir, dolayisiyla Hy sonlu boyutlu olmak zorun-
dadir.

Buradan ya H, sonlu boyutludur ya da ézdegerleri (]);|) artmayan olacak
bigimde, Hy da A'nin 6zvektorlerinin sonsuz bir ortonormal (e;) dizisini elde
edilebiliriz- ¢iinkii birbirlerini izleyen Fly ler bir 6ncekinin kisitlamasi olup mak-
simim ve minumumlar: sifira daha ¢ok yaklagmaktadirlar, en azindan sifirdan
uzaklagmamaktadirlar. Aslinda bu durumda A\; — 0 dir, ¢linkii diger durumda
A # o gibi bir 6zdegere karsilik gelen 6zvektorlerin uzayinin sonsuz boyutlu ol-
mas1 gerekir bu ise, son olarak gosterildigi gibi, A(Id — A\~ A) doniigiimiiniin
sifir uzayinin sonlu boyutlu olma durumuna aykiridir.

Sonucta, bu ortonormal dizi neden Hy'nin bir ortonormal tabamdir? Eger
degilse, inga edilen (e;) dizisi tarafindan iretilen uzayin kapanigi H', ve bu
uzayin Hy da diktiimleyenini-bu asikar olmayabilir- bulabiliriz. Daha onceki
gibi, F' nin bu uzaya kisitlanmigina F’, A min da kisitlamigina A’ dersek, yine
ozeglenik kompakt bir doniigiim elde ederiz. Dolayisiyla F” sifir degil ise, F’
sifirdan farkli 6zdegeri olan Gzvektoriinii bulabiliriz. Bu ise her zaman, en
azindan, mutlak degerde en biiyiik olan 6zdeger secmemize ters diigser. Boylece
F'" = 0 dolaysiyla A’ = 0 ve ézvektorler Nul(A)-nin bir ortonormal tabanidir.
Bu Teoremin kanitini tamamlar[].
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