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18.102 Fonksiyonel Analize Girig Bahar Donemi 2009
DERS 18. KOMPAKT DONUSUMLER

Gegen derste izi sonlu boyutlu doniigtimlerin yanisira ayrilabilir bir Hilbert
uzay1 lizerindeki sinirh dontigiimlerden olusan doniigtim cebiri B(H) ele aldik.
Izi sonlu boyutlu doniigimler hem bir ideal hem de eslenik alma altinda ka-
palidirlar. Izi sonlu doniigiimlerin norm-limitlerinden olusan dontisiimler de
bir ideal olugtururlar. Bu ideal de norm ve eslenik alma altinda kapalidir.

Tanwm H ayrilabilir bir Hilbert uzay1 olmak itizere, K € B(H) kompakt
dontigiim olmasi bu dontigiim altinda kapali birim yuvarin izinin énkompakt ol-
masidir. Yani,kapams: kompakt bir kiimedir- K{u € H : ||7|| < oo} kiimesinin
kapanigi kompakttir.

Onteorem 12 Bir K € B(H) déniigiimiiniin kompakt olmasi icin yeter ve
gerek kogul, zayif yakinsayan her (u,,) dizisinin izi K (u,) nin norm yakinsamasidir.
Kamit Once (u,) dizisinin zayif yakisayan bir dizi ve K déniisiimiiniim
kompakt oldugunu varsayalim. (u,) dizisi norm smirli, yani ||u,|| < C oldugundan

Ku, dizisi CK B(0, 1) i¢indedir.(Kuskusuz D kiimesi kompakt ise, her ¢ sabiti
i¢in ¢D kiimesi de kompakttir.) Béylece Ku,, dizisinin her altdizisinin yakisayan
bir altdizisi oldugunu ve limitin ise Ku oldugunu elde ederiz.( bu esasinda her
sinirll dontisiim icin gecerli olan bir ozelliktir: gormek icin sadece

(18.1) (Kuy,v) = (uy, K*v) — (u, K*v) = (Ku,v))

hesaplamak yeterlidir. Ancak bir metrik uzayda her altdizinin ayni limite
yakinsayan altdizisinin varligi dizinin yakinsamasim gerektirir( bunu animsamiyorsaniz,
iste bir animsatma: bir (v,) v noktasma yakimsamasm. Bir ¢ > 0 sayisi igin
d(vp,,v) > € saglayan altdizi vardir. Ancak bu her altdizisinin sabit bir v’ye
yakinsadigi altdizisi olan bir dizi i¢in olanaksizdir.

Ters yondeki kanit i¢in K doniigimiiniin zayif yakinsayan dizileri normda
yakinsayan dizilere doniigtiirdiigiinii kabul edelim. Gostermek istedigimiz K (B(0,1))
kiimesinin kapaniginin kompakt oldugudur. Ancak bu K(B(0, 1)) kiimesindeki
her dizinin normda yakinsayan bir altdizisi olmasina denktir-burada limitin
kiimede olup, olmamasi sorun degildir. Boylesi bir dizi w,,, 6geleri B(0,1) yu-
varindan olmak tizere Kwu, bicimindedir. Ancak birim yuvarin zayif kompakt
oldugunu biliyoruz, yani bir u vektortine zayif yakinsayan u,,; altdizisi bulabil-
iriz. Onteoremin’nin varsayimmdan, K Uy, dizisinin normda Kwu yakimsadigin
biliyoruz. Dolayisi ile gercekten wu,, dizisinin yakinsayan bir altdizisi vardir ve
K (B(0,1)) kiimesinin kapanigi kompaktir.(]
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Onerme 25 Ayrik Hilbert uzay1 H iizerindeki K € B(H) déniigiimiiniin
kompakt olmasi icin gerek ve yeter kogul izi sonlu bir doniigiim dizisinin norm
limiti olmasidir. Basgka bir deyigle kompakt dontigtimler ideali, izi sonlu olan
dontigiimler idealinin norm kapanigidir.

Kanit. Ilk yapmamiz gereken kompakt bir doniigiimiin izi sonlu déniistimlerden
olusan bir dizinin norm limiti oldugunu gostermektir. Bunun i¢in ayrilabilir
bir Hilbert uzayin kompakt altkiimelerinin-daha once gordiigiimiiz- bir betim-
lenigini kullanacagiz. Buna gore eger e;, ‘H uzay1 i¢in bir ortonormal taban
ise I C 'H altkiimesinin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul I'nin kapali,
sinirli ve her € > 0 icin

(18.2) D |(v,e)fP <, Wwel
i>N
saglamasidir. Simdi bunu, K kompakt bir doniigiim olmak iizere K (B(0, 1))
kiimesine uygulayacagiz. K (B(0,1)) kiimesi kompakt bir kiime i¢indedir,
dolayisi ile (18.2) buna uygulanabilir. Yani, her € > 0 i¢in 6yle n vardirki

(18.3) > [(Ku,e;)]> <€, Vu € H,||ul| <1
i>N

her n i¢in bu serilerin ilk kisimlarini diigtinelim ve

(18.4) Kyu= Y (Ku,e)e;

k<n

tanimliyalim. Bu dontigiim dogrusal ve izi sonludur- ¢linkii izi (e;) dizisinin
ilk n 6gesinin gerdigi uzay icinde kalmaktadir. Ancak bu bir ortonormal taban
oldugundan,

(185) ||Ku— Koy = 3 |(Ku,e:)
i>n
(18.3), ||Ku — K,u|| < € oldugunu gosterir. Artan n ile ||Ku — Kyul|
kiictildiigiinden, verilen € > 0 i¢in bulunacak n ve ondan biiyiik N degerleri
icin
(18.6) |1 — Kil[r = supjacil Ku — Koul| < e

saglanir. Dolayisi ile gercekten norm’da K, — K ve kompakt operatorler
sonlu rankli dontisiimlerin norm kapaniginda bulunmaktadirlar.
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Simdi tersine 7;, doniigtimleri sonlu rankli olmak tizere 7;, doniigiimlerinin
norm’da K doniiglimiine yakinsadigini varsayalim- burada izlerin sonlu ol-
malar1 diginda iz hakkinda bagka bir sey bilmiyoruz. Gostermek istedigimiz K
dontigimiiniin kompakt, yani K B(o,1) kiimesinin 6nkompakt olmasidir. Bu
kiime K doniigimiintin normu ile simirhdir. Ayrilabilir bir Hilbert uzayinda
kompakt kiimeleri betimleyen daha 6nceki bir sonug’tan 6tiirii K B(0, 1) kiimesinde
zayif yakinsayan her dizinin norm yakinsayan bir altdizisi oldugunu gostermek
yeterli olacaktir. Burada limitin K B(0, 1) kiimesinde olmas1 gerekmez sadece
varligi, K B(0, 1) kiimesinin kapaniginin kompakthgi igin yeterli olacaktir. Dolayist
ile vy, KB(0,1) iginde zayif yakinsayan bir dizi olsun. Bu dizi, u; lar birim
yuvarda olmak tizere Kuy bigiminde olacaklardir. Birim yuvar zayif topolojide
kompakt oldugundan bu dizinin bir u vektoriine yakinsayan altdizisi olacaktir
ama bu yakinsayan altdiziyi de wuy ile gosterirsek, up — u zayif yakinsamasi
vardir. SJimdi tiim 7, doniigtimleri sonlu izli oldugundan her n igin, k — oo
iken (7,vx) normda yakinsamahdirlar- sonlu boyutlu bir uzayda (T, vy, w) =
(vg, Tw) zaten saglandigindan, ti¢gen esitsizligi ve doniigiim normunun tanimindan

(18.7)[| Kvg — Kui|| < [|Kvr — Tovgl| + ||Twvs — Towrl| + || Tovr — K|

< 2/[K = T[] + [|Twor, — Toull|

Simdi verilen € > 0 igin n yeterince biiyiik segilerek ||[K — T,|| < €/3
saglanir. Boylece n sabitlendikten sonra, ayni n igin T,v; dizisinin Cauchy
dizisi oldugu kullanilarak her k,1 > p icin ||T,vx — Tou]| < €/3 saglatan p
tamsayist belirlenir. §imdi (18.7) den T'v;, dizisinin Cauchy dizisi oldugu elde
edilir. Hilbert uzayimin tamligindan bu Cauchy dizisinin yakinsadigi ve boylece
K dontigimiiniin kompaktligr elde edilir.lJ

Buradan kompakt doniigtimler idealinin kapali oldugu elde edilir- bunu dogrudan
yukaridan gorebileceginiz gibi sonlu rankli dontigiimlerin kapanigi olmalarindan
da elde edebilirsiniz.
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PROBLEMLER 8’IN COZUMLERI

Problem 8.1 Siirekli bir fonksiyon K : [0,1] — L*(0,27) mn her x € [0, 1] igin
K(z) € L*(0,27) mn Fourier serisinin diizgiin yakinsadigin gosteriniz, yani:
K,(z), |k| < n iizerinde Fourier serisinin toplam ise K, : [0,1] — L?(0,2m)
siireklidir ve

(18.8) sup 1K (z) = Kn(@)l|12(0,20) — O-

Ip ucu: Daha 6nce kamti verilen Hilbert uzaymda bir kompaktlik 6zelligini
kullanimiz.

Problem 8.2 Cekirdegi K € C([0,1]?) olan L*(0, 1) de tamimli integral doniigiimiinii
ele alalim, yani

(18.9) Twe)= | K ypuly)

T'min L? de siirekli oldugunu ve sonlu rankli doniisiimlerin norm kapanisinda
oldugunu gosteriniz.

Ip ucu: Onceki problemi kullanimiz. Bu sekilde tammlanan siirekli fonksiyon
K igin, x € [0,1] — K(z,.) € C([0,1]) fonksiyonunun siirekli oldugunu ve
boylece K : [0,1] — L*(0,1) siirekli, dolayisiyla az 6nceki problem aralik
yeniden ayarlanarak uygulanir.

Daha detayh bir yardimar goriis: K (x,y) yi L*(0,1) de deger alan z degigkenli
bir fonksiyon olarak ele alabiliriz. K, (x,y) énceki problemde verilen degiskenleri
x,1y olan fonksiyon olsun. Bu fonksiyonun n noktasinda y degiskenine gore
Fourier serisinin budanmig halini alahm. Bu fonksiyonun L?(0,1) de sonlu
rankli bir doniigiim tamimladigini gosteriniz. Siirekli fonksiyonlarda deger
aldigi kuskusuz. Ama aym zamanda goriintiiler kare integrallenebilir. Bu-
radaki fikir n biiytidiikge fark dontigimiiniin olan K — K,, doniigiim normunun
sifira gitmesidir. Bunu gostermek agiklayici olabilir. Diger durum igin x ve y
lerin rolleri degistirilir.

Problem 8.3 Bir degigkenli Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlara odak-
lanilmasina karsin, bir yerde, ortme onteoremi 2 boyut i¢in kanitlandi. Burada
yapilan tartigmay: iki boyuta tasimakti. L2((0,27)?) nin bir Hilbert uzay:
oldugunu gosterdiginizi varsayalim. Kanit i¢in bilmedikleriniz bir listesini ya-
parak w, (k,l € Z) fonksiyonlarimin tam ortonormal taban oldugunun
gosterilmesidir.
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