MIT Acik Ders Malzemeleri

http://ocw.mit.edu

Bu materyallerden alint1 yapmak veya Kullanim Kogullar1 hakkinda bilgi al-
mak igin http://ocw.mit.edu/terms veya http://www.acikders.org.tr adresini
ziyaret ediniz.

18.102

Introduction to Functional Analysis

Bahar 2009

Prof.Dr.Richard Melrose

139



PROBLEM 7’NIN COZUMLERI

Problem 7.1 Fourier tabani exp(ikx)/+/2m nin tam oldugu hesap ile gosterilebilir
mi? Belki. Asagidaki sorular sizi yonlendirmek i¢indir. Sabit bir ¢t € (0, 2m)
degeri i¢in

(1)

(16.17) 0<zxz <t igin fi(z)=1, ve t<zx<2r i¢in fi(z)=0

basamak fonksiyonlarm ¢, () = [ig 2 fre~* Fourier katsayilarin1 bulunuz.
(2) Fourier serisinin L?(0,27) uzayinda f; fonksiyonuna yakimsamasi igin
gerek ve yeter kogulun

(16.18) 2 |ex(t)]> = 2wt — t*,t € (0, 2)
k>0

oldugunu gosteriniz.

(3) Bu kogulu Fourier serisi tiirtinden yaziniz ve Fourier serisinin tamligimin
terimleri k=2 ve k=* lerden olusan toplamlar tiiriinden ifade edilebilecegini
gosteriniz.

(4) Ters yonde giderek, yukaridaki iki serinin toplamlarini kullanarak, Fourier
bazinin tamligini nasil elde edebilecegimizi agikliyabilir misiniz? Burada gercekten
¢ok ince bir nokta var, bakalim bu ince hususu gorebilecek misiniz?

Problem 7.2 Segilecek uygun dy sabitleri igin dysin(kxz/2),k € N fonksiyon-
larinin L?(—27, 27) uzaymda ortonormal taban oldugunu gosteriniz.

Ip ucu : Yapilacak is dyexp(ikz/2), k € Z fonksiyonlarmmn L?(0, 27) uzaymda
ortonormal taban olduklarini gostermek ve sonra bu fonksiyonlari tek fonksiyon
olarak (0, 27) araligindan (—2m, 27) araligina genigletmektir.

Problem 7.3 (ey,) dizisi ayrilabilir H Hilbert uzaymda ortonormal bir taban
olsun. S: H — H ve

(1419) S@j = €j+1,Vj eN

saglayan biri¢gik sinirli dogrusal doniigiim oldugunu gosteriniz. Eger B : H —
H sinirh ve dogrusal bir doniigiim ise S + €B doniisiimiiniin bir € i¢in €’nun,
€ < €g degeri i¢in tersinir olmadigini gosteriniz.

Ip ucu : Lu = (Bu, ep) ile tammlanan dogrusal fonksiyonel L : H — C
diiglinelim. B'u = Bu— (Lu)e; : H — Hy = {u € H : (u,e;) = 0} dogrusal bir
doniigimdir. Kimi kiiciik €’lar i¢cin S + €B dontisiimiiniin tersinir oldugunu
gosteriniz. Bunu kullanarak S + ¢B dontigimiiniin H uzayindan kendisine
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bir izomorfizma olamiyacagini gosteriniz.Bunu yaparken ya e; vektoriiniin iz
uzayida olmadigini veya ¢ekirdek uzayinda sifirdan farkh bir vektor oldugunu
gosterebilirsini.

Problem 7.4 Bir Hilbert uzayinda sinirli dontiigiimlerin ¢carpimlarin noktasal
yakinsama topolojisinde siirekli oldugunu gosteriniz. Bagka bir deyisle eger A,
ve B, noktasal olarak A ve B doniistimlerine yakinsiyorlarsa , yani A,z — Ax
,B,x — Bx ise A, B, doniigimleri AB doniigiimiine noktasal yakinsar.
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18.102 Fonksiyonel Analize Girig Bahar Donemi 2009
Ders 17. SINAV SORULARI ve COZUMLERI

(1) H aynlabilir bir Hilbert uzay1 olsun. Bu uzaymn igcarpimi (., .), nor-
munu ||.|| ile gosterelim. H uzayindaki (u,) dizisinin zayif yakinsamasi H
uzayindaki her v i¢in (u,,v) dizisinin C i¢inde Cauchy dizisi olmasi demektir.

(a) ||uy||g dizisinin neden smirh oldugunu agiklayiniz.

Cozim: Her u, € H igin H iizerinde

(17.1) T, (v) = (v,un), [|Tul| = |unl], Tn : H — C

saglayan siirekli dogrusal fonksiyonel tanimlar. Sabit v i¢in 7T, (v) dizisi C
icinde Cauchy ve dolayisi ile simirhdir. Diizgiin Smirhlik Teoemi ile (]|75,])
dizisinin sinirhiligini, buradan da ||u,|| dizisinin R iginde simrlihgini elde ederiz.
(b) Her v € H igin (un,v) — (u,v) saglayan u € H 6gesinin bulunabilecegini
gosteriniz.
Céziim. (v,u,) dizisi C iginde Cauchy oldugundan, her sabit v € H igin
yakinsaktir. Eger

(17.2) Tv = limy—o(v, up)

ise, boylece tanimlanan 7" dontisiimi dogrusaldir. Ciinkii,

(17.3) T(crv1 + cavg) = limy,—ooC1(v1, Uy) + Co(Ve, up) = 1TV + 2T 09

C' = sup||lu,||- tammlandiginda, |Tv| < C||v|| saglandigindan T ayni za-
manda smirhdir. Dolayisi ile Riesz Temsil Teoreminden bulunabilecek bir
u € H i¢in Tv = (v,u) saglanir. Buradan da T nin tanimi geregi

(17.4)  (up,v) — (u,v),Yv € H

elde edilir.

(c) Eger (e;) bir orthonormal dizi ise, her j i¢in (uy,e;) dizisinin H icinde
yakinsadigi fakat wu,, dizisinin zayif yakinsak olmadigi bir u,, dizisinin bulun-
abilmesini aciklayimiz.

('ozim. Boylesi bir dizinin ornegi w,, = ne, dizisidir. Kugkusuz her ¢+ > n
icin (un,e;) = 0 oldugundan sifira yakimsayacak ancak ||u,|| smirh olmaya-
caktir. Dolayisi ile yukaridaki ilk kissmdan zayif yakinsayamaz.
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(d) Eger e; orthonormal bir taban ise, ||u,|| dizisinin smirhligini, ve her j
icin (u,, e;) yakmsiyor ise u, dizisinin zayif yakinsadigini gosteriniz.

(6zim. Varsayim olarak verilen (u,, €;) dizisinin her j i¢in yakinsamasindan,
e; vektorlerinin sonlu dogrusal bilesimi olan v vektorleri i¢in (uy,,v) dizisinin
de yakinsamasi elde edilir.Genel bir v € H igin, e; orthonormal tabanina gore
v nin Fourier-Bessel serisi olan

(17.5) v="> (v,ex)ex

k

her v, vektoriiniin e; serisinin yakinsamasi vektorlerinin gerdigi sonlu boyutlu
vektor uzayinda oldugu ve vy — v saglayan vy dizisini verir. Simdi Cauchy
esitsizligini uygulayarak,

(17.6)  |(un, v) = (um, 0)| < [(un, V&) = (U, Ok)| 4 | (n, v = V1) + [ (i, v = 04|

Verilen € > 0 i¢in, ||u,|| dizisinin siirhhgr yukaridaki ifadedeki son iki ter-
imin k yeterince biiyiik secilerek €/4 den kiiciik yapilabilecegini verir. n —
oo iken (u,,vr) yakimsadigindan, yukarida belirlenen k igin ilk terim n,m
sayillarinin N sayisindan biiytik segilmesi ile €/4 den kiiciik yapilabilir. Bu-
radan (u,,v) dizisinin C de Cauchy ve dolayisi ile yakinsak oldugunu elde
ederiz.

Problem 2. f € £1(0,27) igin

cr = flx)e ™ keZ
(0,27)

ile tamimlanan ¢, sayilariin

Z |ck|2 < 00

kEZ

sagladigini varsayahm. f € £2(0,27) gosteriniz.

Cozim. Bu diigtintildiigiinden daha zor bir soru oldu ama yinede denen-
meli. Oncelikle ¢ sayilar vardir. Ciinkii f € £1(0,27) verildiginden ve
e~ fonksiyonlar siirekli olduklarindan carpimlari olan fe~** fonksiyonlar
L£1(0,27) uzaymdadirlar. Simdi verilen ;. |cx|? < oo kogulu Fourier serisinin

L?(0,27) uzayinda yakinsadigindan
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1 )
17.7) g=— cxe'*”
(17.7) 9= 5 lgc g
ile tanimlanan fonksiyon iyi tanimhidir. Simdi yapilmak istenen hemen hery-
erde f = g oldugudur. Kugkusuz bu f € £2(0,2m) verecektir. h = f — g ise
f € L£Y0,27) olur. Zira £2(0,27) C £'(0,27) vardir. Yukaridaki (17.7) den f

ve g nin Fourier katsayilarinin ayni oldugunu, buradan da
(17.8) / h(z)e™ =0 Wk e Z
(0,2m)

buluruz. Dolayisi ile kanitlamamiz gereken hemen heryerde i = 0 oldugudur.
Simdi L? uzaymda Fourier bazinin tamhgimim kanitinda gordiigiimiiz gibi sup
normunda, son nokta yakinlarinda sifir degeri alan siirekli fonksiyonlar iginde
iistel fonksiyonlarin yogun oldugunu hatirlayalim. Buradan integralin stirekliligini
kullanarak, siirekli g fonksiyonlar1 i¢in

(17.9) / hg =0
(0,2m)

elde ederiz. Daha Once yapilanlardan, bir I araliginin karakteristik fonksiy-
onu Y; fonsiyonuna yakinsayan ve stirekli fonksiyonlardan olusan g, dizisinin
varligini biliyoruz. Dikkat ederseniz bu yakinsama diizgiin yakinsama degildir
ancak integrallenebilir her i fonksiyonu icin hg,, — hy; yakinsamasi £! uzaymda
gecerlidir. Bunu kullanarak (17.9) da sdylenenden fazlasini elde edebiliriz.
Soyleki, tiim basamak fonksiyonlar: g igin

(17.10) / hg =0

(0,27)

vardir. Buradan hemen heryerde h = 0 elde edegegiz. Eger, [ [ =0
elde edebilirsek istedigimiz hemen c¢ikacagindan, bunu gostermeye caligalim.
Eger g € L' ise (mutlak yakinsayan bir serinin kismi toplamlari olan) hem
L'(0,27) uzaymmda hem de hemen heryerde g fonksiyonuna yakimsayan h,
fonksiyonlar1 vardir. Dolayisi ile her iki yakinsama tiiriinde de |h,| — |g|
vardir. Simdi

(17.11) hu(z) =0 1gin s,(x) =0, diger durumlarda s,(x) =
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ile s, fonksiyonlarini tanimhiyalim. Kuskusuz s, dizisi bir basamak fonksiy-
onlart dizisidir (ve mutlak degerleri 1 oldugundan) sinirhi olup s,h, = |h,|
saglamaktadirlar. Simdi agagidaki muhtesem 6zdeglige bagvuralim:

(17.12) - [A()] = [h(@)] = [hn(@)] + sn () (hn(2) — h(2)) + sn(x)h(2)

Simdi bu 6zdeslikte integral alalim ve tiggen esitsizligini kullanalim. n — oo
iken;

[ = [ (@ @D+ [ s <

(17.13)
| UR@] = ha@)ll+ [ o= h] =0
(0,27) (0,27)

Burada ilk satirda (17.10) kullanarak,(17.12) nin sag tarafindaki ii¢iincii ter-
imin integralinin sifir oldugunu gordiik. Sonrasinda ise |s,| < 1 ve yakinsama
ozelliklerini kullandik.

Dolayisi ile gergekten hemen heryerde h = 0 veya f = g ve f € L2(0,2m)
vardir.

Problem 3. Asagidaki iki dizi uzayimni digiinelim.

(e e}
his={c:N—=C,Y j™¢ < oo}
j=1
h+o uzaylarinin Hilbert uzaylar1 oldugunu gosteriniz.
Bir C' sabiti igin
T :hy — C,|Tc| < C|e||n,
saglayan dogrusal doniigiimlerin d : N — C, h_s uzaymin bir 6gesi olmak
uzere

Tc= Z Cidi
j=1

bi¢iminde oldugunu gosteriniz.

Coziim. his uzaylarimin Hilbert uzaylarn olduklarimi kanitlamak icin /2
uzayini kullanmak gerek. Simdi kompleks sayilarin dizileri iizerinde asagida
tanimlayacagimiz doniigtimleri diigtinelim:
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(17.14) (T*c); = ¢j5™2

his hakkinda hi¢ bir sey bilmeden de bu déniigiimin Ay ile [? arasinda
bire-bir bir doniigim oldugunu gorebiliriz. Ustelik bu doniigim normla ilgili
olarak

(17.15) |lellns, = [[Tell2

sagladig1 gibi dogrusal bir doniisimdiir de. Buradan da his dogrusalligi
elde edilir. Bu nedenle, bu uzaylar Hilbert uzaylaridir ve 7%, [? uzaylar ile
izometrik, orten izomorfizmalar tegkil ederler. h4, uzaylari iizerindeki i¢ggarpim
ise

(17.16) (c,d)py, = Zjﬂc]

seklindedir. Simdi bir kez ho uzayimin Hilbert uzay1 oldugunu saptadigimizda
Riesz Temsil Teoremini kullanarak herhangi stirekli ve dogrusal
T :hy — C,|T¢c| < Cl|e||p, doniigiimiiniin

(17.17) Te = Z] c;d;, d € hy

bi¢iminde oldugunu goriiriiz. Eger d' € hy ise d; = j4d h_o uzayinda bir
dizi tanmimlar. Bu dizi

(718) S5 = S < oo

ile betimlenen dizidir. Bunu (17.17) de yerine koyarak
(1719) Tc= Z dej7 d e h_g

J=1

elde ederiz.
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