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18.102 Fonksiyonel Analize Girig Bahar Donemi 2009

DERS 16. SINIRLI DONUSUMLER,UNITER DONUSUMLER
VE IZI SONLU BOYUTLU DONUSUMLER

Onerme 23. Tersinir doniisiimlerin kiimesi GL(H), B(H) nm acik altkiimesidir.

Kanit. Neumann serilerinin yakinsakhigini kullanarak A € B(H) ve [|A|| < 1
ise Id — A dontiglimiiniin tersinir oldugu gosterilmisti, yani B(H) da 2-yonlii
tersi vardir ( bu, Agik Doniigiim Teoreminden dolayi, 1-1 ve érten olmasina
denktir).

Dolayisiyla, G € GL(H) verilsin. Varsayimdan, G'nin 2-yonlii tersinir ve
tek bir tersi G~ € B(H) vardir, yani:

(16.1) G'G =GG™ ' =1Id.

Bu durumda baz € > 0 i¢in B(G,¢e) C GL(H) oldugunu gostermek istiyoruz.
Aslinda ¢ = |G| ™" olarak secebilecegimiz gorecegiz. Temel fikir G + B
nin 1-1 ve orten ve dolayisiyla tersinir oldugunu gostermektir. Bu amagla E
kiimesini

(162) E=G'B=G+B=G YId+G'B).

olarak alalim. Id + Gle 1-1 ve orten ise, G~ 1-1 ve orten oldugundan,
G + B 1-1 ve ortendir. Ote taraftan:

(16.3) HG_lBH <1=1Id+G'B tersinirdir.

IG7'B| < ||G7!| || B|| oldugundan, beklenildigi gibi, || B|| < |G| elde edilir.
O

Boylece GL(H) C B(H), tersinir elemanlarin kiimesi agiktir. Ayrica bu
gruptur-¢iinkii, G1, Gy € GL(H) ise G1G'nin tersi G;lG’fl dir.

Bu grubun daha kiigiikk bir altgrubu vardir, U(H), aggida tammlanan bir-
imsel grup

(16.4) UH)={U € GL(H) : U * =U"*}.

Bu 6nemli bir konudur ve daha sonra kullanilacaktir.
Ayrilabilir bir Hilbert uzayinda birimsel grup n x n bildik matris gruplar
U(n) ye ¢ok benzer ozellikler gosterir. Elbette buradaki grup ¢ok daha biiyiiktiir.
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Aslinda daha sonra gosterilecegi gibi bagka énemli farklar vardir (ya da prob-
lemlerde ele alacagimiz gibi). Kanitin1 vermeyecegim fakat bilinmesi gereken-
lerden biri, U(H) bir metrik uzay1 olarak, biiziilebilirdir- ancak énemli bir
topolojisi yoktur. Buna kargin U(n) nin asikar olmayan, 6zellikle biiyiik n ler
i¢in, bir ¢ok topolojisi vardir- U(H), n — oo i¢in U(n) nin limitine benzemez.

Simdi GL(H) elemanlari olarak ”biiyiikk” operatorlerin kargitlarmdan bahsedile-
cek.

Tanym 7. Bir dontigim T € B(H)min sonlu rankl olmasi, goriintii uzaynin
sonlu boyutlu olmasi anlamindadir (bu durumda boyuta 7’nin rank: denir.)
Sonlu rankli déntigiimlerin kiimesi R(B) ile gosterilir.

Sonlu rankl iki doniigiimiin toplami da sonlu rankhdir: Ciinkii gortintii
kiimesi gortintii uzaylarinin toplami i¢indedir.

(16.6) (Ty + Ty)(u) € Ran(Ty) + Ran(Ty),

burada gegen Ran(7T'), T’nin gbriintli uzayimn boyutudur. 7’nin bir sabitle
carpilmasiyla edilen doniigtimiin goriintiisii 7"'nin gortintiisiiniin ignde kalacagindan,
sonlu rankli déniigimlerin kiimesi B(H) nin bir altuzayidir. Ayrica

(16.7) BeB(H) ve T eR(B) ise BT € R(B)

dir. Gergekten B7T’nin goriintii kiimesi, B’nin 7"nin goruntiine kisitlanan
doniigimiin goriintii kiimesidir. Ve bu, Ran(7T)nin bir tabanmin goriintiisii
ile tiretilen uzay oldugundan sonlu boyutludur. Ayni bigimde, 7'B’nin goriintii
kiimesi, 7"nin goriintiisiinde kaldigindan TB € R(H) dir. Boylece agagidaki
onermenin bir¢ok kismini kanitlamig olduk.

Onerme 24. Asagidakidaki anlamda sonlu rankl doniisiimler B (H) icinde
bir *-kapali idealdir: Yani agagidaki (16.8) saglayan bir altuzaydir.

(16.8) Bi,By € B(H), T € R(H) = BiT By, 7" € R(H).

Kanit. 7" sonlu rankl olsun. 7™ nin sonlu rankli oldugunu gosterelim. Diger
kisimlar zaten gosterildi. Bunu yapmak icin sonlu rankli dontigiimlerin agik bir
temsilini bulalim. Ran(7T) sonlu boyutlu oldugundan her v € H i¢in, f1, ..., fn
ler Ran(T) nin tabani olmak tizere

N

(16.9) Tu=)>Y ¢f;

=1
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olarak yazilabilir. Burada ¢; ler sabitlerdir. Boylece, f; vektorleri taban
oldugundan, u — ¢; fonksiyonellerini tanimlayalim. Bunlar siireklidir. Ba-
sitce f; leri ortonormal olarak secerek f; ile (16.9) daki gosterimi kullanarak,

(16.10) ¢; = (Tw, f;) = (u,T* f;)

buluruz. Ayrica (Riesz Teoreminden)

N

(16.11) Tu="> (u,&)f;
i=1
olacak bi¢imde e; = T*f; € H elemanlar1 vardir. Tersine T, (16.11) deki gibi
yazilabiliyorsa, T'nin goriintii uzay1 f; ile iiretilen uzayin i¢inde kalacagindan,

sonlu ranklidir.
(16.11) den dolay,

N N
(16.12) (T*v,u) = (v,Tu) Z J)leu) Yue H=Tv=> (u,fi)e,

= i=1

T* donitigimi de sonlu rankhidir. Burada f; ve e; lerin rolleri degisti. [J

Daha sonra B(H) i¢inde R(H) idealinin kapaniginin kompakt operatorlerin
ideali oldugu gosterilecek. Kapanig kesinlikle kapali bir kiimedir. Ustelik,
By, By € B(H) ve normda T,, — K olmasi

(1613) BlTnBQ — BlKBQ, T:: — K

gerektireceginden, R (H) kiimesi, *-kapali idealdir.

Sonug olarak kompakt doniigtimler sonlu rankl operatorlerin kapanigidir ve
kapali, *-idealdir.

Burada ideal kogulunun 6nemi altgruplarin normallik koguluna benzemesidir-
bir B cebirinin bir Z idealine boliinmesiyle elde edilen boliim uzay1 B/Z yine bir
cebirdir. Kompakt déniigiimler ideali IC(H) nin boliimii, K kapal oldugundan,
bir Banach uzayidir. Buna Calkin cebiri denir.

Onteorem 11 (Satir rank=Siitiin rank). Bir Hilbert uzaymda sonlu rankh
her doniigiim i¢in, 7 nin gortintiisiiniin boyutu 7™ 'nin gortintiisiiniin boyutuna
esittir.

Kanit. Sonlu rankl her déniigimiin (16.11) bigiminde oldugu gosterildi.
fi ler T'nin gorintiisiiniin bir tabani ise, N = dimRan(T), e; ler dogrusal
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bagimsizidirlar. Gergekten, degil ise, en az bir e;, e; = 37,4, ¢je; bigimindedir.
Bunu (16.11) e yerlegtirerek

(16.14) Tu="Y (u,e;)(f; +¢f;)
i

elde edilir ve buradan goriintiiniin boyutu en fazla N — 1 olur, bu f; lerin
secimiyle geligir.

e; ler dogrusal bagimsiz olduklarindan (16.12) den 7 nin goriintii uzatinin
boyutu N (f; ler dogrusal bagimsiz)-her sonlu rankli operator i¢in dimRan(T*) <
N ise esitligi elde etmek icin (T*)" = T esitligini kullanimiz.
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PROBLEMLER 8

Problem 8.1 Siirekli bir fonksiyon K : [0,1] — L*(0,27) mn her x € [0, 1] igin
K(z) € L*(0,27) mn Fourier serisinin diizgiin yakinsadigin gosteriniz, yani:
K,(z), |k| < n iizerinde Fourier serisinin toplam ise K, : [0,1] — L?(0,2m)
siireklidir ve

(18.8) sup 1K (z) = Kn(@)|12(0,20) — O-

Ip ucu: Daha 6nce kamiti verilen bir Hilbert uzaymda kompaktlik 6zelligini
kullanimiz.

Problem 8.2 Cekirdegi K € C([0,1]?) olan L*(0, 1) de tanimli integral doniigiimiinii
ele alalim, yani

(18.9) Twa)= | Kl ypuly)

T'min L? de siirekli oldugunu ve sonlu rankli doniisiimlerin norm kapanisinda
oldugunu gosteriniz.

Ip ucu: Onceki problemi kullanimiz. Bu sekilde tammlanan siirekli fonksiyon
K igin, x € [0,1] — K(z,.) € C([0,1]) fonksiyonunun siirekli oldugunu ve
boylece K : [0,1] — L*(0,1) siirekli, dolayisiyla az 6nceki problem aralik
yeniden ayarlanarak uygulanir.

Daha detayh bir yardimar goriis: K (x,y) yi L*(0,1) de deger alan z degigkenli
bir fonksiyon olarak ele alabiliriz. K, (x,y) énceki problemde verilen degiskenleri
x,1y olan fonksiyon olsun. Bu fonksiyonun n noktasinda y degiskenine gore
Fourier serisinin budanmig halini alahm. Bu fonksiyonun L?(0,1) de sonlu
rankli bir doniigiim tamimladigini gosteriniz. Siirekli fonksiyonlarda deger
aldigi kuskusuz. Ama ayni zamanda gortintiiler kare integrallenebilirdir. Bu-
radaki fikir n biiytidiikge fark dontigimiiniin olan K — K,, doniigiim normunun
sifira gitmesidir. Bunu gostermek agiklayici olabilir. Diger durum igin x ve y
lerin rolleri degistirilir.

Problem 8.3 Bir degigkenli Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlara odak-
lanilmasina karsin, bir yerde, ortme onteoremi 2 boyut i¢in kanitlandi. Burada
yapilan tartigmay: iki boyuta tasimakti. L2((0,27)?) nin bir Hilbert uzay:
oldugunu gosterdiginizi varsayalim. Kanit i¢in bilmedikleriniz bir listesini ya-
parak w, (k,l € Z) fonksiyonlarimin tam ortonormal taban oldugunun
gosterilmesidir.
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