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18.102 Fonksiyonel Analize Girig Bahar Donemi 2009
Ders 15. ACIK DONUSUM VE KAPALI GRAFIK TEOREMI

Banach uzaylarmin temel ozelliklerini ve ayrlabilir bir Hilbert uzaymda
taniml sinirh dontiglimlerin B(H) nin cebir yapisini hatirlayalim. Ozel olarak

bu uzay
(15.1) [ Al = supjju=1]|Aully,

normuna gore bir Banach uzayidir ve
(15.2)  [[AB[| < || A[l]|B]

esitsizligi saglanir.
Agik dontigiim teoremini tekrar ifade ederek kanitini verdik.

Teorem 13 (Agik Doniigiim). B; ve By Banach uzaylar arasinda verilen
A : By — By simirli dogrusal doniigiimii A(B;) = By saghyor, yani Orten ise,
A acgiktir:

(15.3)  her acik kiime O C By icin A(O) C Byaciktir

Kanit. Ders 13 de. Bunun iki sonu¢u: A : By — B, sinirli, 1-1 ve Orten ise
tersi de siirhidir. Ikincisi olarak Kapali Grafik Teoremi ele aldik. Bunlarin
hepsi Ders 13 nin notlarinda. Diizglin Sinirlilik Teoreminin ikinci uygula-
masi olarak-dontigtimlerin kuvvetli yakinsamasindan bahsedilmigti. Ayrilabilir
bir Hilbert uzayinda verilen siirh bir déniigiim dizisi A, € B(H) kuvvetli
yakinsamasi her u € H igin A, (u) min yakinsamasi anlamindadir. Buradan
limitin siili bir dontigiim oldugu goriliir- ya da istenirse tanim olarak ek-
lenebilir. Diizgiin Siirhlik Teoremi A, kuvvetli yakinsak ise sup,, || A, || < oo
oldugunu gosterir. Bu haftanin problemlerinde buna gereksinim duyulacak.
Kaydirma operatorii S : 12 — [2

(154) S(Z cjej) = Z Cjej+1
j=0 J=1

tanimlanmig-dizinin her elemani "bir iiste’ kaydirilmig ve sifir vektorti ile baglanmigti.
Bunun hakkinda konusulmustu. Bu sinirli dontigiimlerin bir 6rnegidir ve acikca

IIS|| =1, Au = 0 ise u = 0 oldugundan 1 — 1 fakat orten degildir. Gergekten
S’nin goriinti kiimesi

(15.5) Hy ={u€ L*: (u,e;) =0}
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altuzayidir.

Dogrudan ya da Acik Doniigiim Teoremi kullanilarak, S’nin H dan H;’e
sinirli dogrusal olarak tersinir oldugunu fakat H da ¢rten olmadigini gostermek
kolaydir. Bu haftanin ahstirmalarinda gortilebilecegi gibi, kii¢iik permutasy-
onlarla tersinir yapilamaz. Bu ayrica, B(H) nin tersinir elemanlarinin kiimesi
yogun olmadigini gosterir-bu sonlu boyutlu olma durumundan epey farklidir.

Sonugta tersinebilir elemanlar hakkinda konusulmaya baglandi:

(15.6) GL(H)={A€B(H):3 BeB(H),BA= AB = Id}.

Onteorem 10. A € B(H) ve ||A| <1 ise

(15.7) Id— A € GL(A).

Kamt. Neumann serileri. ||A| < 1 ise [|A7|| < ||A|’ ve buradan Neumann
serileri,

(15.8) B = ZAJ‘,

3320 |A7]] yakmsak oldugundan, B(H) da mutlak toplanabilirdir. Ustelik,
carpimin norma gore stirekliliginden

n n+1
(15.9) AB=Alim Y A’ = lim Y A'=B-1Id
j=0 J=1

elde edilir. Benzer bigimde BA = B — Id. Bu (Id — A)B = B(Ild— A) = Id
oldugunu gosterir. Boylece B, Id — A nin 2-tarafli tersidir.[]

Onerme 22. B(H) uzaymnn tersinir elemanlarinin grubu GL(H) agik fakat
yogun degildir .(H sonsuz boyutlu ise ).

Kanit. Bir sonraki derste ele alinacaktir.
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