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18.102 Fonksiyonel Analize Girig Bahar Donemi 2009
DERS 14. FOURIER SERILERI VE L?(0,2n)

Soyut Hilbert uzaylar: hakkinda 6grendiklerimizi, somuta indirgeyerek gercel
sayilarm sonlu bir (a,b) araligindaki L?(a,b) Hilbert uzayinda kullanacagiz.
Bu uzayin Hilbert uzay1 oldugunu siz gosterdiniz. Hilbert uzay1 tekniklerini
gelistirmemizin ana nedeni agagidaki teoremdir.

Teorem 12 Eger u € L*(0,27) ise u'nun Fourier serisi

1 4 .
14.1) — S e ¢ = / u(x)e *dg
( ) 2 ]2 (0,2) (z)
L?(0,27) uzayinda u fonksiyonuna yakinsar.
Dikkat ederseniz serinin noktasal veya hemen her yerde noktasal yakinsadigi
soylenmemektedir ¢iinkii bu u fonksiyonuna bagh olarak dogru da olmayabilir.
Teri siiriilen sav sadece u € L*(0,27) igin

1 .
(14.2) limn_,n/ lu(z) — gy S e™P=0

[k|<n

dir. Simdi soyut Hilbert uzaylarindan égrendiklerimizin bunu kamtlamada
ne denli yararh olduguna bakalim. Once e} (x) = exp(ikz) fonksiyonlarinin
L*(0,27) uzayinda ve her u € L?(0,27) igin

_ 2
(14.3) /ek’e;- = /0 exp(i(k — j)x) = 2wy,
Boylece ey, fonksiyonlar

e 1
llexll V2
L*(0,27) uzaymda ortonormal bir kiime olugtururlar. Buradan (14.1) deki

ifadenin u fonksiyonunun bu ortonormal kiimeye gore Fourier-Bessel serisi
oldugunu elde ederiz.

eikcv

1
V2T

Bu serinin L?(0,27) uzaymda yakimsadigini, Bessel 6zdegliginden, zaten
bildigimizden, yapmamiz gereken sadece agagidakidir:

kx

(14.4) cx =V2r < u,e, >= cpe’

=< u,e > e
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Onerme 21 k € Z olmak iizere e;, fonksiyonlar L*(0,27) uzaymda ortonor-
mal bir bazdir. Bagka bir deyisle, L?(0, 27) uzayinda tamdirlar:

(14.6) /ue“m —0,Vk=u=0

Ancak bunun kanitlanmasi o kadar kolay degildir. Denk bir ifade e, fonksiyon-
lariin sonlu dogrusal bilegenlerinin gerdigi uzaym L?(0,27) uzayinda yogun
oldugudur. Bu ifadeyi Fejer’in yontemi ile kanithyacagiz. Bu yaklagimda
0, 2] araligindaki u(0) = u(27) kogulunu saglayan herhangi siirekli bir fonksiy-
onun e, fonksiyonlarimin sonlu dogrusal birlesimlerinin diizgiin limiti oldugu
gosterilir.  Siirekli fonksiyonlarin diizgiin yakinsamalar1 L?(0,27) uzaymnda
yakinsama gerektirdiginden ve 0 ile 27 yakininda sifir olan fonksiyonlar L2(0, 27)
icinde yogun olduklarimdan( bunu daha sonra hatirlatacagiz) bu Onerme 21 in
kanit1 icin yeterli olacaktir. Ancak bu ciddi bir analiz gerektirecektir!

Problem e, larin gerdigi uzayda bir dizi bulmaktir. Buradaki marifet ise
kugkusuz Fourier acilimimi kullanmaktir. Cesaro’nun fikri Fourier acilimim
’daha hizli” yakinsatmakt1. Simdilik u € L?(0, 27) gibi herhangi bir fonksiyonla
baglayalim- isterseniz bunu siirekli bir fonksiyon de alabilirsiniz. Dolaysi ile
budanmig Fourier serisi agagidakidir.

1
o7

(14.7)  Un(z) 3 ( /O o u(t)e~*dt)etts

lk|<n

burada sadece ¢ sayilarinin degerlerini toplamda yerine koyduk. Bu sonlu
bir toplam oldugundan x parametre olarak diigiintilebilir, ve integralin dogrusalligi
kullanilarak

(14.8) U,(z) = /(02 )Dn(x —t)u(t), Dy(s) = 217T Z otk
- [k[<n

Toplam belli bir boliim gibi yazilabilir, birbirini gotiiren terimlerden dolayi,

(14.9)  (27)D,(s)(e"/? — i/?) = ln+1/2)s _ o=iln+1/2)s
Dolayisi ile en azindan s # 0 oldugu yerlerde ,
ei(n+1/2)s _ o—i(n+1/2)s
27T(€z's/2 _ efis/2)

kugkusuz, burada s — 0 iken limit vardir. Cesaro’'nun burada yakinsamay1
hizlandirmak igin yaptigi sey U, leri agagidaki ortalamalar ile degigtirmesi idi.

(14.10) Dy(s) =
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(14.11) Vi(z) = nil S,

i=0
Tekrar U; lerin tanimini yazar ve integralin dogrusalligin1 kullanirsak

(14.12) Vi(z) = /(0’%) Sl = t)u(t), Su(s) = —— zn(:]Dl

Burada da S, (s) lerin daha uygun bir bi¢imini hesaplamak istiyoruz- ki bu
Fejer ¢ekirdegi- olarak bilinir. (14.10) da paydalar ayni oldugundan,

(1413) 27T(n —+ 1)(6“/2 _ e*i3/2>Sn<8> — Z 6'i(n+1/2)s . Z 67i(n+1/2)s

i=0
Ayni yontemle:
(14.14) (ei5/2 —e7/2) zn: pin+1/2)s _ Lilnt1)s _
=0

Buradan;

(14.15) 2m(n 4 1)(e/? — e7/2)28, (5) = e'n1)s 4 gmilntls _ 9

Buradan da
1 sin?(s)

(n+ 1) 2msin?(s/2)

Sn(s) =

elde ederiz. .
Simdi bu fonksiyon hakkinda neler soylenebilir? Ilk soylenebilecek, eger
u =1 alirsak n > 0 i¢in U,, = 1 ve dolayis1 ile V,, = 1 da oldugudur. Boylece;

(14.16) /(O,%) Sulz — ) =1

buluruz. (14.15) de dogrudan goriinen S,(s) > 0 oldugudur. Paydanm ise
0,27] arahiginda sadece s = 0 ve s = 27 sayilarinda sifir oldugudur. Bu
sayilardan uzaklagmak adina s sayilarim bir § > 0 i¢in (0,27 — §) araligindan
secelim- gimdi sin fonksiyonu sinirli oldugundan, bu aralikta

(14.17) S, (s)| < (n +1)7'C,
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saglanir. imdi sup normunda V,,(x) fonksiyonlarmin verilen u(x) fonksiy-
onuna ne kadar yaklastigina bakalim. Burada u fonksiyonunu stirekli aliyoruz.
(14.16) dan otiirii, ¢ integral degiskeni (ve x € [0, 27] sabit kalmak {izere)

(14.18) wu(x) = /( | Sn(x — t)u(x)
0,21
yazabiliriz. Buradaki marifet

(14.19)  Vi(z) — u(z) = /( EACERICOREIE)

farkini yazabilmektir. Simdi her = igin integrali iki kisma ayiracagiz, I'(x)
kiimesi ki burada z —t € [0,6] veya x —t € [2m — 4, 27| ve geriye kalanlar olmak
iizere. Dolayisi ile;

(14.20) |V (2 |</ (z—t)|u(t)—u(z)|+ Sn(z—t)|u(t)—u(x)]
(0,2m)\I'(x)

Simdi I'(z) {izerinde ya |t — x| < 0- noktalar birbirlerine bu denli yakindirlar-
veya -t sifir noktasina, x ise 27 noktasina yakin olduklarindan 27 —x +t < §
veya tersine , x sifira; ¢t ; 27 noktasina yakin olduklarindan 27 — ¢t 4+ 2 < ¢
saglanir. Her durumda, u(0) = wu(27) varsayip, stirekli fonksiyonun [0, 27]
iizerindeki diizglin stirekliliginden, verilen € > 0 i¢in 0 > 0 yeterince kiigiik
secilerek, I'(x) iizerinde

(14.21)  |u(z) —u(t)| < €/2

yapilabilir. I'(xz)'nin tiimleyeninde, hem (14.17) saglanip , hem de u sinirh
oldugundan,

(14.22) |V, (2) —u(x)| < €/2 /F( Sala—t) 1) O6) < /24 (04 1)7O'0)
elde edilir. Burada 0 < S, yanisira, integralinin de bir oldugu, S,(z — t) nin
['(x) tizerindeki integralini hesaplarken kullanildi. 4§, toplamdaki ilk terimi
kiiclik yapacak gekilde segilirse, u fonksiyonunun smirliligindan, n yeterince
biiyiik segilerek, toplamdaki ikinci terim de kiigiik yapilabilir ve buradan n —
oo iken [0, 27| tizerinde

(14.23) V,(z) — u(x)
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u € C0,27] ve u(0) = w(27) varsayimlar ile, diizgiin yakinsamasi elde
edilir.

Dolayist ile uc noktalarda sifir olan siirekli fonksiyonlari L?(0, 27) uzayimda
yogun olduklar: varsayimmi ile Onerme 21 kamit1 verilmis oldu. Gercekten uc
nokta yakinlarinda sifir olan L?(0, 27) fonksiyonlar1 yogundurlar. Ciinkii bun-
lar1 geregi gibi budayip

(14.24)  lims_o (/(o : 12+ /(%6%) |f|2)> =0

Son noktalarda sifir olan L? fonksiyonlar1 , yine son noktalarda sifir olan
basamak fonksiyonlarinin gerdigi uzayin kapanigi i¢inde olduklarimi elde ed-
eriz. Boylesi her basamak fonksiyonuna yine son noktalarda sifir olan siirekli
bir fonksiyon ile yaklagabilecegimizden, yakinsama ile sorunumuz yoktur. Bu
Teorem 12 nin kanitin1 tamamlar.
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PROBLEMLER 7

Problem 7.1 Fourier taban exp(ikx)/+/2m nin tam oldugu hesap ile gésterilebilir
mi? Belki. Asagidaki sorular sizi yonlendirmek i¢indir. Sabit bir ¢t € (0, 2m)
degeri i¢in

(1)

(14.25) 0<zxz <t igin fi(z)=1, ve t<z<2r igin fi(x)=0

basamak fonksiyonlarm ¢, () = [ig 2 fre~* Fourier katsayilarin1 bulunuz.
(2) Fourier serisinin L?(0,27) uzayinda f; fonksiyonuna yakimsamasi igin
gerek ve yeter kogulun

(14.26) 2" |ex(t)]> = 2mt — t*,t € (0, 2)
k>0

oldugunu gosteriniz.

(3) Bu kogulu Fourier serisi tiirtinden yaziniz ve Fourier serisinin tamligimin
terimleri k=2 ve k=* lerden olusan toplamlar tiiriinden ifade edilebilecegini
gosteriniz.

(4) Ters yonde giderek, yukaridaki iki serinin toplamlarini kullanarak, Fourier
bazinin tamligini nasil elde edebilecegimizi agikliyabilir misiniz? Burada gercekten
¢ok ince bir nokta var, bakalim bu ince hususu gorebilecek misiniz?

Problem 7.2 Segilecek uygun dy sabitleri igin dysin(kxz/2),k € N fonksiyon-
larinin L?(0, 27) uzayimnda ortonormal taban oldugunu gosteriniz.

(Ipucu :) Yapilacak i dyexp(ikz/2),k € Z fonksiyonlarmmn L?*(—2m,2m)
uzayida ortonormal taban olduklarini gostermek ve sonra bu fonksiyonlar:
tek fonksiyon olarak (0, 27) araligindan (—2m, 27) araligina genigletmektir.

Problem 7.3 (ey,) dizisi ayrilabilir H Hilbert uzaymda ortonormal bir taban
olsun. S: H — H ve

(1427) S@j = €j+1,Vj eN

saglayan tek bir sinirli dogrusal dontigiim oldugunu gosteriniz. Eger B : H —
H sinirh ve dogrusal bir doniigiim ise S + €B doniisiimiiniin bir € i¢in €’nun,
€ < €g degeri i¢in tersinir olmadigini gosteriniz.

(Ip ucu :)Lu = (Bu,e;) ile tammlanan dogrusal fonksiyonel L : H — C
diiglinelim. B'u = Bu—(Lu)e; : H — Hy = {u € H : (u,e;) = 0} dogrusal bir
doniigimdir. Kimi kiiciik €’lar i¢cin S + eB dontisiimiiniin tersinir oldugunu
gosteriniz. Bunu kullanarak S + ¢B dontigimiiniin H uzayindan kendisine
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bir izomorfizma olamiyacagini gosteriniz. Bunu yaparken ya e; vektoriiniin iz
uzayida olmadigini veya ¢ekirdek uzayinda sifirdan farkh bir vektor oldugunu
gosterebilirsiniz.

Problem 7.4 Bir Hilbert uzayinda sinirli dontiigiimlerin ¢carpimlarin noktasal
yakinsama topolojisinde siirekli oldugunu gosteriniz. Baska bir deyisle eger, A,
ve B, noktasal olarak A ve B doniistimlerine yakinsiyorlarsa , yani A,z — Ax
,B,x — Bx ise A, B, doniigimleri AB doniigiimiine noktasal yakinsar.
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PROBLEMLER 6’NIN COZUMLERI

Ip ucu: Onerecegim yardimer goriisler yararh olmayabilir, o agidan bu goriiglere
fazla odaklanmamalidir.

Problem 6.1 H ayrilabilir bir Hilbert uzay: olsun. Bir K C H kiimesinin
kompakt olmasi icin gerekli ve yeterli kogul sinirli, kapali ve K da zayif yakinsayan
her dizinin yakinsak (kuvvetli) olmasi oldugunu gosteriniz.

Ip ucu: Bir yon icin smurh her dizinin zayif yakinsayan bir altdizisinin
oldugunu gosteriniz.

Problem 6.2 Ayrilabilir bir Hilbert uzayinda zayif yakinsayan bir (v,,) dizisinin
(kuvvetli) yakinsak olmasi igin gerekli ve yeterli kogulun zayif limit v’nin

(14.28) o[l = lim [lvn |

kogulunu saglamasi oldugunu gosteriniz.
Ip ucu: Asagidaki esitligi gostermek yeterlidir.

(14.29)  (vn — 0,0y — ) = ||va]|* = 2Re(vy, v) + ||v|°.

Problem 6.3 Bir Hilbert uzay1 H nin altkiimesinin kompakt olmasi igin
gerekli ve yeterli kogulun kapali, sinirli ve 'sonlu boyutlu yaklasim’ 6zelliginin
olmasi, yani, her € > i¢in

(14.30) d(K,Dy) =sup inf {d(u,v)} <e
weK VEDN

olacak bi¢imde sonlu boyutlu bir Dy C H dogrusal altuzayin olmasi, gerektigini
gosteriniz.  Ip ucu: Gerekliligi gostermek icin her ortonormal tabana gore
bir kompakt kiimenin ’eg-kii¢iik kuyruk’ ozelligini kullaniniz. Sonlu boyutlu
yaklagim kogulunu kullanmak i¢in K da zayif yakinsayan dizinin (kuvvetli)
yakinsadigini kullaniniz, konvekslik sonucunu kullanarak Dy 'nin v,,’ye olan en
yakin noktasi v}, olmak iizere Dy de (v),) dizisini tamimlayimiz. v} nin zayif
ve boylece kuvvetli yakinsak oldugunu gosteriniz ve buradan da (v,,) dizisinin
Cauchy oldugu goriiliir.

Problem 6.4 A : H — H smirh ve A(H) sonlu boyutlu olsun. v, zayif
yakinsak ise Av, dizisinin H da yakinsadigim1 gosteriniz.

Problem 6.5 H, ve Hy iki farki Hilbert uzay1 ve A : Hy — Hy smirh bir
dogrusal doniigiim olsun.

(1431) (Aul,UQ)H2 = (ul,A*ug)Hl Vul € Hl,UQ S HQ
olacak bicimde tek bir tane eslenik A* : Hy — H; smirh dogrusal dontisiim

oldugunu gosteriniz.

129



