Problem 7’nin C'ézimleri

Problem 7.1 Fourier tabani exp(ikx)/v/2m nin tam oldugu hesap ile gosterilebil
mi? Belki. Asagidaki sorular sizi yonlendirmek igindir. Sabit bir t € (0, 27)
degeri i¢in

(1)

(16.17) 0<zxz <t i¢in fi(z)=1, ve t<z<2r igin fi(x)=0

basamak fonksiyonlarmin c¢(t) = f(o o) fre~** Fourier katsayilarimi bu-

lunuz. (2) Fourier serisinin L?(0,27) uzaymda f; fonksiyonuna yakinsamasi
i¢cin gerek ve yeter kosulun

(16.18) 2 |ex(t)]> = 2wt — 2, ¢ € (0,27)
k>0

oldugunu gosteriniz.

(3) Bu kosulu Fourier serisi tiirtinden yaziniz ve Fourier serisinin tamliginin
terimleri 72 ve k~* lerden olusan toplamlar tiiriinden ifade edilebilecegini
gosteriniz. (4) Ters yonde giderek, yukaridaki iki serinin toplamlarimi kulla-
narak, Fourier bazinin tamligini nasil elde edebilecegimizi acikliyabilir misiniz?Burada
gercekten ¢ok ince bir nokta var, bakalim bu ince hususu gorebilecek misiniz?

Problem 7.2 Segilecek uygun dy sabitleri igin dysin(kx/2),k € N fonksiyon-
larinin L?(—27, 27) uzaymda ortonormal taban oldugunu gosteriniz.

(Ipucu :) Yapilacak is djexp(ikx/2), k € Z fonksiyonlarimin L?(o, 27) uzaymda
ortonormal taban olduklarini gostermek ve sonra bu fonksiyonlari tek fonksiyon
olarak (0, 27) araligindan (—2m, 27) araligina genigletmektir.

Problem 7.3 (ey) dizisi ayrik H Hilbert uzayinda ortonormal bir taban olsun.
S:H — H ve

(1419) S@j = 6j+1,\V/j eN

saglayan biri¢ik sinirli dogrusal doniigiim oldugunu gosteriniz. Eger B : H —
H simirh ve dogrusal bir dontigiim ise S + €B doniigiimiiniin bir € i¢in €' nun,
€ < €g degeri i¢in tersinir olmadigini gosteriniz.

(Ipucu :)Lu = (Bu,e;) ile tanimlanan dogrusal fonksiyonel L : H — C
diiglinelim. B'u = Bu — (Lu)ey : H — Hy = {u € H; (u,e;) = 0} dogrusal bir
doniigimdir. Kimi kiigiik €’lar i¢in S + ¢B dontisiimiiniin tersinir oldugunu
gosteriniz. Bunu kullanarak S + ¢B dontigimiiniin H uzayindan kendisine



bir izomorfizma olamiyacagini gosteriniz.Bunu yaparken ya e; vektoriiniin iz
uzayimda olmadigini veya ¢ekirdek uzayinda sifirdan farkh bir vektor oldugunu
gosterebilirsini.

Soru 7.4 Bir Hilbert uzayinda smirli doniigiimlerin ¢arpimlarin noktasal
yakinsama topolojisinde siirekli oldugunu gosteriniz. Bagka bir deyisle eger A,
ve B, noktasal olarak A ve B doniistimlerine yakinsiyorlarsa , yani A,z — Ax
,B,x — Bx ise A, B, doniigimleri AB doniigimiine noktasal yakinsar.



