Problemler 6’nin Coziimleri

Onerecegim yardimer goriisler yararli olmatabilir, o acidan bu goriiclere fazla
odaklanmamall.

Problem 6.1 H ayrilabilir bir Hilbert uzay1 olsun. Bir K C H kiimesinin
kompakt olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul sinirli, kapali ve K da zayif yakinsayan
her dizinin yakinsak (kuvvetli) olmasi oldugunu gésteriniz.

Bir yon i¢in siirli her dizinin zayif yakinsayan bir altdizisinin oldugunu
gosteriniz.

Problem 6.2 Ayrilabilir bir Hilbert uzayinda zayif yakisayan bir (v,,) dizisinin
(kuvvetli) yakinsak olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogulun zayif limit v’nin

(14.28) o]l = lim [Jonll

kogulunu saglamasi oldugunu gosteriniz.
Ipucgu: Asagidaki esitligi gostermek yeterlidir.

(14.29)  (vp — v, vy — v) = ||Jva||* — 2Re(vn, v) + ||v]|>.

Problem 6.3 Bir Hilbert uzay1 H nin altkiimesinin kompakt olmasi igin
gerekli ve yeterli kogulun kapali, sinirli ve ’sonlu boyutlu yaklasim’ ozelliginin
olmasi, yani, her € > icin

(14.30) d(K,Dy) = sup inf {d(u,v)} <e

ueK VEDN

olacak bi¢imde sonlu boyutlu bir Dy C H dogrusal alyuzayin olmasi, gerektigini
gosteriniz.

Ipucu: Gerekliligi gostermek icin her ortonormal tabana gore bir kompakt
kiimenin ’es-kiiciik kuyruk’ 6zelligini kullaniniz. Sonlu boyutlu yaklagim kogulunu
kullanmak i¢in K da zayif yakisayan dizinin (kuvvetli) yakimsadigini kul-
laniniz, konvekslik sonucunu kullanarak Dy’nin v,’ye olan en yakin noktasi
vl olmak tizere Dy’ de (v))) dizisini tanimlaymiz. v/ nin zayif ve béylece
kuvvetli yakinsak oldugunu gosteriniz ve buradan da (v,) dizisinin Cauchy
oldugu gortliir.



Problem 6.4 A : H — H smirh ve A(H) C sonlu boyutlu olsun. (v,) zayif
yakinsak is (Awv,) dizisinin H da kuvvetli yakinsadigigim gosteriniz.

Problem 6.5 H, ve Hy iki farki Hilbert uzay1 ve A : Hy — Hs smirh bir

dogrusal operator olsun.
(1431) (Aul,UQ)H2 = (u1,A*u2)H1 Yu, € Hi,uy € Hy

olacak bicimde tek bir tane (adjoint) A* : Hy — H; sinirli dogrusal operatoriin
oldugunu gosteriniz.



