PROBLEMLER 6

Onerecegim yardimer goriiglere yararh olmayabilir, o agidan bu goriiglere
fazla odaklanmamali.

Problem 6.1 H ayrilabilir bir Hilbert uzay: olsun. Bir K C H kiimesinin
kompakt olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul sinirh, kapali ve K da zayif yakinsayan
her dizinin yakinsak (kuvvetli) olmasi oldugunu gosteriniz.

Y.G: Bir yon i¢in sinirh her dizinin zayif yakinsayan bir altdizisinin oldugunu
gosteriniz.

Problem 6.2 Ayrilabilir bir Hilbert uzayinda zayif yakinsayan bir (v,,) dizisinin
(kuvvetli) yakinsak olmasi igin gerekli ve yeterli kogulun zayif limit v’nin

(1219) [lelly = Tim Jjewll

kogulunu saglamasi oldugunu gosteriniz.
Asagidaki esitligi gostermek yeterlidir.

(12.20) (v — v, 0y — ) = ||va]]* = 2Re(vy, v) + ||v|°.

Problem 6.3 Bir Hilbert uzay1 H nin altkiimesinin kompakt olmasi igin
gerekli ve yeterli kogulun kapali, sinirli ve 'sonlu boyutlu yaklasim’ 6zelliginin
olmasi, yani, her € > i¢in

(12.21) d(K,Dy) = sup inf {d(u,v)} <e
ueK V€DN
olacak bi¢cimde sonlu boyutlu bir Dy C H dogrusal alyuzayin olmasi, gerektigini
gosteriniz.

Gerekliligi gostermek icin her ortonormal tabana gore bir kompakt kiimenin
‘es-kii¢lik kuyruk’ ozelligini kullaniniz. Sonlu boyutlu yaklagim kosulunu kul-
lanmak i¢in K da zayif yakinsayan dizinin (kuvvetli) yakindadigimi kullaniniz,
konvekslik sonucunu kullanarak Dy’nin v,’ye olan en yakin noktasi v/, ol-
mak {izere Dy de (v/,) dizisini tanimlayimz. v/, nin zayif ve boylece kuvvetli
yakinsak oldugunu gosteriniz ve buradan da (v,) dizisinin Cauchy oldugunu
gorunuz.

Problem 6.4 A : H — H smirh ve A(H) C sonlu boyutlu olsun. (v,) zayif
yakinsak is (Av,) dizisinin H da kuvvetli yakinsadigini gosteriniz.



Problem 6.5 H, ve Hy iki farki Hilbert uzayr ve A : Hy — Hs smurl bir
dogrusal operator olsun.

(1222) (Aul,UQ)H2 = (ul,A*Ug)Hl Vul c Hl,UQ < HQ

olacak bigimde tek bir tane (eslenik) A* : Hy — H; smurh dogrusal operatoriin
oldugunu gosteriniz.



