PROBLEMLER 5

Asagidaki kimi sorularda Lebesgue Sinirli Yakinsama teoremini hatirlamanizda
yarar vardir.
Problem 5.1 f : R — C fonksiyonu L'(R)uzaymda olsun.

(10.16) z € [—L,L] ise Fp(zx)= f(x) diger durumda 0
Fy, fonksiyonunun L(R) ve L — oo iken [ |f; — f| — 0 oldugunu gosteriniz.

Problem 5.2 Gergel degerli ve agagidaki anlamda yerel integrallenebilir, yani
f R — R fonksiyonunun

(10.17)  gr(z) = { (J)C,(x)’ . EI[R_E’[E]L,L]

fonksiyonu her L tamsayisi i¢in Lebesgue integrallenebilirdir kosulunu saglayan
f icin
1) Her sabit L sayisi i¢gin

gL(x), gL(x) S [—N,N]
(10.18) ¢Y(x) =< N, gr(x) > N
—N, gr(zr)<—N

fonksiyonunun Lebesgue integrallenebilir oldugunu gosteriniz.
2)N — oo iken [ |g(LN) — gr| — 0 gosteriniz.
3) Bulunabilinecek h,, basamak fonksiyonlar1 dizisi i¢in, hemen her yerde

(10.19)  h,(z) — f(2)
gosteriniz.

4)

v ¢[-L ]

ha(2) € [-N,N], € [~L, L]
N, hn(x)>Na:€[ L, L]
—N, hy(z) < =N,z €[-L,L]

(10.20) L8 (x) =

Bu durumda n — oo iken [ |h) — g)| — 0 gosteriniz.



Problem 5.3 L*(R) uzaymn Hilbert uzay1 oldugunu gosteriniz. Once gercel
sayilarla gahgarak L?(R) uzaymi f: R — R, |f|* ve yukaridaki anlamda yerel
integrallenebilir fonksiyonlar olarak tanimlayimminz. (1) Boylesi f fonksiyonlari
i¢in h,, secip gz, g(LN) A fonksiyonlarm (10.17),(10.17) ve (10.18) ve (10.20)
gore tanimlayiniz.

(2) Sabit N ve L sayilar igin hff\g dizisini kullanarak géN), (g(LN))2 fonksiy-
onlarmim L'(R) uzaymnda ve n — oo iken [ \(hEZNL))Q - (g(LN))2] — 0 gosteriniz.

(3) (g1)% € L(R) ve N — oo iken [ |(g")2 = (92| — 0 gésteriniz.

(4) L — oo iken [ |(g)* — f]* — 0 gosteriniz.

(5) f,g € L*(R) ise fg € L'(R) ve

(1021) | / fol < / ol < 1711z llgllzes 111122 = / I

gosteriniz.

(6) Yukaridakileri kullanarak L?(R) uzaymm vektor uzay: oldugunu gosteriniz.

(7) N sifirims fonksiyonlar ise L*(R) = L*(R)/N uzaymn gergel bir Hilbert
uzay1 oldugunu gosteriniz.

(8) Yukaridakileri karmagik sayilara genigletiniz.

Problem 5.4
(10.22) h*'={c:N3j—c¢eC Yy (1+ %) < oo}
j

le tamimlanan dizi uzaylar: i¢in

(10.23)  h*' x B*: (c,d) =< c,d >= Z(l + j%)e;d;
J
iccarpiminin %! uzayim Hilbert uzay: yapan Hermitsel bir iccarpim oldugunu
gosteriniz ve Ve € h??! icin

(10.24)  h*' C P, |lc|l2 < [lel|2n

gosteriniz.

Problem 5.5 Ayrik uzaylarda Riesz Temsil teoremini dogrudan kanitlayiniz.
Ayrik Hilbert uzayr H igin ortonormal (e;) tabani seginiz. Eger T': H — C
sinirl ve dogrusal bir fonksiyonel ise

(10.25) w; = T(e;),i € N

2



tanimlayiniz.

(1) Simdi bir C sayist icin, |Tu| < C|Ju|| saglandigini animsayarak her N
tamsay1si icin

N
(10.26) Y |wi*> < C?
j=1

gosteriniz.
(2) (w;) dizisinin [? oldugunu gosteriniz ve

(1027) w=) we; € H

gosteriniz.
(3) Her u € H igin,

(10.28) T(u) =<u,w >y wve ||T||=|lw|lu

gosteriniz.



