PROBLEMLER 3

Bu aligtirmalarda Lebesgue integral ile ilgili kimi 6zellikleri kanitlamaniz buna
ek olarak ta kimi soyut kanitlar1 yapmaniz istenecektir. Bir esitligin hemen
heryerde (h.h.) olmasi onun &l¢iimii sifir olan bir kiimenin diginda gecerli
olmasi anlamina gelmektedir.

Soru 3.1 Eger f ve g, L'(R) iginde , yani gercel sayilar iizerinde Lebesgue
integrallenebilir fonksiyonlarsa agagidakileri gosteriniz.

(1) Eger f(xz) > 0ise [ f >0 dur.

(2) Eger f(z) < g(z)ise [ f < [g dur.
(3) Eger f karmagik degerli bir fonksiyon ise gergel kismi Ref Lebesgue

olctlebilirdir ve
[ resi< [ 11

(4) Genel karmagik degerli bir fonksiyon igin

©030) | [ 712 [1n

gésteriniz.(ipucu: Kaynaklara bakabilirsiniz ama genellikle yapilan sey 6 €
0,27] almak ve ¢ [ f = [€?f kullanarak, onceki esitsizligi g = €?f de
kullanmaktir.

(5) Integral

(6.31) /:Ll(]R)—>(C

siirekli ve dogrusaldir.
Soru 3.2 I gergel sayilarin (—oo, a) veya (a, c0) olasiliklarin da diglanmadig
bir araligi ise bir f : I — C fonksiyonunun Lebesgue integrali

o 7={0" LSk

Buradan f fonksiyonunun I tizerindeki integrali

o [1- [7
I
olarak tamimlanir.

(1) I tizerinde boylesi integrallenebilir fonksiyonlarin bir vektor uzayi oldugunu
gosteriniz. Bu uzay L'(I) ile gosterilecektir.
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(2) f fonksiyonu [ iizerinde integrallebilir ise |f| fonksiyonun da integral-
lenebilir oldugunu gosteriniz.

(3) Eger f, I lizerinde integrallenebilir ve [[f| = 0 ise f = 0 h.h.
gosteriniz.

(4) Bir 6nceki soruda yer alan ve N (1) ile gosterecegimiz sifirmsi foksiyon-
larin vektor uzay: oldugunu gosteriniz.

(5) [ |f] ifadesinin L*(I)/N {izerinde norm oldugunu gosteriniz.

(6) f € LY(R) ise

(6.34) g:1—C, g(l’)—{g(x) ﬁi]%_f

ile tamimlanan ¢ fonksiyonunun [ iizerinde integrallenebilirligini gosteriniz.
(7) Yukaridaki kisitlama doéniigiimiiniin

(6.35) LY(R) — L'(I)

orten ve siirekli oldugunu gosteriniz. (Dikkat: Her iki uzayda integral-
lenebilir fonksiyonlarin hemen heryerde esitlik ile alinmig boliim uzaylaridir.)

Soru 3.3 Bir onceki 3.2 nin devamidir:

(1) I = [a,b) ve f € L'I) ise f fonksiyonunun I, = [z,b) arahgma
kisitlamasinin | her @ < z < b igin L'(I,) uzaymn 6gesi oldugunu gosteriniz.

(2)

(6.36) F(x)= [ f:[a,b) —=C
Iy

fonksiyonunun siirekliligini gosteriniz.

(3) 2 *cos(+) fonksiyonunun (0, 1] aralig1 tizerinde Lebesgue integrallenebilir
olmadigini gésteriniz.ipucu: yukarida ne gosterdigimizi biraz diigiiniiniiz).

Soru 3.4 ( Biraz daha zor ancak yapilabilir!) f € LY(R) olsun.

(1) Her t € R i¢in , kaydirmalar

(6.37) fi(x)=fx—t):R—-C
lerinde L'(R) iginde oldugunu gosteriniz.
(2)
(038) times [ 1fi- 1] =0

oldugunu gosteriniz. Bu integrallenebilir fonksiyonlarin ortalama yakinsamasi
olarak betimlenir.



(3) f € LY(R) igin
(6.39) t— [f] € L'(R)

fonksiyonunun stirekli oldugunu gosteriniz.

Soru 3.5 Son soruda kompakt bir aralikta siirekli fonksiyonun, aralik digina
sifir olarak genisletildiginde Lebesgue integrallenebilir bir fonksiyon elde edildigini
gordiik. Bunu ve basamak fonksiyonlarimin L!'(R) de yogun olduklarim kulla-
narak bir kompakt aralik diginda sifir olan R tizerindeki siirekli fonksiyonlarin
L'(R) iginde yogun oldugunu gosteriniz.

Soru 3.6 (1) Eger g : R — C siurh ve siirekli ve f € L(R) ise gf € L*(R)

oldugunu ve

(6.40) / 9f] < supslgl. / I

gosteriniz.

(2) Simdi C(K) bir kompakt metrik uzay1 iizerinde siirekli fonksiyonlar:
gostermek tizere G € C([0,1] x [0,1]) alahm. Artik L'[0,1] tammh olduguna
gore ilk kismi kullanarak f € L'[0,1] ise

(6.41) F(x)z/w Gz, )f() €T

ifadesinin [0,1] deki her x i¢in iyi taniml oldugunu gosteriniz.
(3) Her f € L'0,1] igin F fonksiyonunun [0,1] iizerinde siirekli oldugunu
gosteriniz.
(1)
(6.42) f— F

doniigiimiiniin L'[0, 1] uzaymdan C[0, 1] uzayma smirh (siirekli ) oldugunu
gosteriniz. Siirekli fonksiyonlar tizerinde sup normunu aliniz.



