MIT Acik Ders Malzemeleri

http://ocm.mit.edu

Bu materyallerden alint1 yapmak veya Kullanim Kogullar1 hakkinda bilgi al-
mak i¢in http://ocm.mit.edu/terms veya http://tuba.agik ders.org.tr adresini
ziyaret ediniz.

18.102

Introduction to Functional Analysis

Bahar 2009

Prof.Dr.Richard Melrose



Problem 2'nin ¢oziimleri

Problem 2.1 Derste inga ettigimiz B uzaymin tamligin1 gosteriniz.

Cozim: Normlu V uzay: ile baglayalim. Bu uzaydan V™ ile gosterecegimiz
ve V' deki mutlak toplanabilir serilerden olusan yeni bir vektor uzayi elde
edecegiz. Sonrada V™ uzayinda, S ile gosterilen ve sifira yakinsayan serileri
ele alacagiz. Burada

(6.43) B=V~/S

boliim uzayn ile ilgileniyoruz. Bu uzayin normlu bir uzay oldugunu ve (v,,),
V' uzaymda mutlak toplanabilir bir seri olmak tizere, b = (v,) + S gibi bir
ogesinin normunun ise;

N
(6.44) bl = limn—ool| ) vallv

verildigini biliyoruz. Bu tanimin, b 0gesini temsil eden serilerden bagimsiz
oldugunu, yani, S den alinip eklenecek her 6ge igin ayni olacagini da biliyoruz.

B uzayimda mutlak toplanabilir serileri biraz daha iyi anlamak adina, boylesi
bir seri, (b,) alalim. Bilinen

(6.45) ZHb | < oo

oldugudur. Bu serinin B uzaymda yakmsadigim gosterelim. Ik 6devimiz
limitinin ne oldugunu kestirebilmektir. Her b,, V' uzayinda mutlak toplan-
abilir olan v,(cn) serisidir. Simdi bu serilerin kogegenlerinden, yeni bir seri
tanimlayalim;

(6.46) w; = Z (™
n+k=j

Buradaki sorun tanimlanan serinin her zaman V' uzayinda mutlak toplan-
abilir bir seri olmayabilecegidir. Hesaplamak istenilen;

(6.47) ZH%H—ZH > ol <oo

i n+k=j



Bunu hesaplamanin tek yolu tiggen esitsizligini kullanmak ve

(6.48) ZHwJII = Z!Ivk lv

hitkmetmektir. Sag tarafta k uzerlnden ahnan toplamlar sonlu olmalarina
kargin bunlarin toplamlariin sonlu olup-olmadiklarini bilmiyoruz. Simdi akla
gelen ilk sey ile yola cikarak, b, ni temsil eden ve mutlak toplanabilir v,in)
serisini

(6.49) Z||U | < ||bn]ls + 27"

saglayacak bicimde secelim. Once b, temsil eden mutlak toplanabilir bir seri
olarak uy secelim- yani-

N
by = limy—sol| > urll ve > [l < oo
k=1 k

saglansin. M sayisini yeterince buytk secerek,

(6.50) Y [uglly <27

k>M

kabul edebiliriz. M ’in bu secimi ile vi“’ = 22/[:1 Uy ve 'U,(C”) = Uprpp_1, Vk > 2

alalim. Bu seri hala (b,,) icin bir temsildir, ¢iinkii agagidaki toplamlarin farka,
her N igin;

N N+M-1
k=1 k=1

olur. Sag taraftakilimit, sadece sonlu terim i¢erdiginden, sifira yakinsar.(6.50)
den otiiri,

(6.52) ZH% v = ZHWHM Dl < HZ%H +2 ) [lul]

k>M k>M

N
<D wgll+27
j=1



N sonsuza giderken alinan limit (6.49) verir.
Her b, igin yukaridaki ozellikleri saglayan temsilciler segilip w; ler (6.46)
saglayacak bigimde secildiklerinde,(6.47) bize, b,, mutlak toplanabilir oldugundan,

(6.53) Z||wg||v<2||b ||B+Zz "< oo

verir. Dolayisi ile (w;) € V™ verirki, bu da b € B demektir.
Son olarak ) b, = b gostermek istiyoruz. Bu ise

N
(6.54) limy_oollb—Y bal| =0
n=1
gostermemizi gerektirir. Hatirlamamiz gereken buradaki normun kendisin
de bir limit oldugudur-b — ZnNzl b, ifadesi n-inci terimi

(6.55) wk—Zv

olan toplanabilir seridir. Normu da

p (n)
(6.56)  limyooll D (wp — > vi)ly
k=1 n=1

ile verilir. Burada anlamamiz gereken N — oo iken ne oldugudur! Tanmimdan,wy,lar
) lerin kogegensel toplami oldugundan, k iizerinden toplamlari kogegensel ol-
mayan vk Nerin ilk p-terimin toplami ile uzunluklar1 N(n) tiiriinden, yiiksekligi
p olan dikdortgen iizerinden alinan toplamin fark: kadardir. Dolayisi ile tiggen
esitsizliginden farkin normunu, normlarin * kullanilmayan terimler tizerinden ’
tizerinden alinan toplamlar ile hesapliyabiliriz. Buradan L = min(p, N) olmak
iizere

P N
657 > (we=> o< Y o™l
k=1 n=1 l+m>L

buluruz. Bu toplam sonludur. p — oo iken bunu [ +m > N olan toplamla
degigtirebiliriz. Simdi, N — oo iken, (¢ifte serinin) mutlak toplanabilirliginden
sifira yakinsar. Dolayisi ile;



N
(6.58) limy—_ollb— > bullp =0
n=1

ederiz ve bu tam da istedigimiz, ) b, = b dir.

Problem 2.2 Simdi basamak fonksiyonlariin mutlak toplanabilir bir seri
ornegini diiglinelim. Sagdan kapali, soldan agik [0,1) araligini ele alalim.
Aligilagelmis Cantor kiimesi ingsasinin biraz degisik hali olan asagidaki inga’y1
diiglinelim. Ortadaki merkezi arahk [1/3,2/3) ¢ikarip, geriye kalan C} =
[0,1/3) U [2/3,1) kiimesinden yine merkezi araliklar gikartarak geriye kalan
Cy = [0,1/9) U [2/9,1/3) U [2/3,7/9) U [8/9,1) kiimesini ve bu sekilde de-
vam ederek her biri yari-acik, yari-kapali araliklarin sonlu birlegimleri olan
C C Ci_1 kiimelerini digiinelim. Simdi herbiri ', kiimelerinin karakteristik
fonksiyonu olan f; fonksiyonlarindan olusan seriyi ele alalim.

(1) Bu seri mutlak toplanabilir bir seridir.

(2) [0,1) deki hangi x 6geleri igin >, | fx(x)| serisi yakinsar.

(3) Yukaridaki seri ile tamimlanan [0,1) {izerinde tamimh hangi fonksiyon
Lebesgue integrallenebilirdir? Integralini hesaplaymiz?

(4) Bu fonksiyon Riemann integrallenebilir midir?

(5) Yukaridaki inga sirasinda atilan araliklarim birlegimlerinde bir, diginda
sifir olan fonksiyon g olsun.g fonksiyonunun Lebesgue integrallenebilir oldugunu
ve integralini hesaplayiniz.

Coziim: (1) Her seferinde araliklarin toplam boyu 1/3 oraninda azalmak-
tadir. Bu nedenle [(C}) = 2F/3F dir. Buradan, f fonksiyonunun negatif ol-
mayan integrali

059 [ =273 =3 [15l= Y02 =
k

bulunur ve seri mutlak toplanabilirdir.
(2) Cy azalan bir kiimeler dizisi oldugundan, sadece

(6.60) z€E=[)Ck
k

icin ), | fu(x)| serisi iraksak, diger durumlar igin yakinsaktir.
(3) Serinin yakisadig1 yerlerde, serinin toplami, diger durumlarda 0 olarak
tanimlanan



(6.61) f(x) = { (%Q(;)x ER\E

tanimlanan fonksiyon, tanimdan,integrallenebilirdir. Integrali ise, yine tanimdan,

(6.62) /f:Z/fk:Q

(4) f fonksiyonu sinirh olmadigindan, tanim geregi, Riemann integrallenebilir
degildir. Ozellikle, bos olmayan Cj — Cy4q kiimesindeki bir z icin f(x) = k
dir.

(5) F ile gosterilen ve gikarilan kiimelerin birlegimi olan kiime [0, 1) — £ dir.
(Cikarilan kiimelerin herbirinde 1 olan basamak fonksiyonlar1 mutlak toplan-
abilir bir seri verir. Bu fonksiyonlar negatif degildirler ve k£ = 1,2, ... i¢gin
k-inci araliktaki integrali 1/3 x (2/3)k~1dir. Bu seri, F kiimesi iizerinde g
fonksiyonuna yakinsar. Dolayisiyla g Lebesgue integrallenebilirdir ve integrali

(6.63) / g=1
dir.

Problem 2.3 R? icin 6rtme lemmasi. Bir dortgen ile kast edilen kiime R? de
la1,b1) X [ag, by) bigiminde olan bir kiimedir.

Béylesi bir doértgenin alani (by — aq) x (by — ay) olarak tammhdir.

(1)Bir dortgeni tanimlayan araliklar araliklara bolerek dortgeni de altdértgenlere
bolmiig oluruz. Boylesi bir boliimme ile elde edilen dortgenlerin alanlarinin
toplaminin ilk dortgenin alanina esit oldugunu gosteriniz.

(2) yari-acik-kapal anlaminda sonlu tane kegismeyen dortgenin birlegimi de
bir dortgen ise alanlarin toplaminin, birlegimin alanina esit oldugunu gésteriniz. (ipugu:
altaraliklara bolerek ilerleyiniz).

(3) Bir dortgen iginde olan, sayilabilir goklukta, kesigmeyen dortgenlerin
alanlarimin toplaminin biiylik dortgenin alanindan kiigiik veya egit oldugunu
gosteriniz.

(4) Sonlu sayida dértgenin birlegimi verilen bir dortgeni igeriyorsa, dortgenlerin
alanlarinin toplaminin en az birlegimlerini igeren dortgenin alani kadar oldugunu
gosteriniz.

(5) Bir 6nceki aligtirmay1 sayilabilir cokluktaki dortgenlere genigletiniz.

Coziim: (1) Bir dortgen icin bu oldukga agiktir. Clinkii sadece bir i¢ nokta
¢ icin ya ilk araligi ya da ikincisini iki altaraliga bolebiliriz. Boliindiikten sonra
iki dortgenin alanlar1 ya



(6.64)(c — a1)(by — az) + (by — ¢)(by — az) = (by — ¢)(ba — a2)

veya

(by —a1)(c— as) + (b —ay)(by — ¢) = (by — ¢)(by — ay)

olacaktir. Buradan, tiimevarimla, boliinmiis dortgenlerin alanlarinin toplaminin
ilk dortgenin alanina esit olduguna hitkmederiz.

(2) Eger sonlu tane kesigmeyen dortgenin birlegimi yine,|aq,b;) X [ag, by)
seklinde bir dortgen ise, bu dortgenlerin herhangi birinin boliinmesi ile elde
edilen dortgenlerin birlesimi icin de aym sey dogrudur. Ustelik, boylesi bir
boliimme ile elde edilen dortgenlerin alanlarinin toplami da ayni kalir. Simdi,
Cy C [ay,by) kiimesi boylesi dortgenlerin ilk araliklarimin son noktalarindan
olusan kiime olsun. Benzer bicimde, C5 kiimesi de dortgenlerin ikinci aralikta
olan son noktalarimdan olusan kiime olsun. Ddrtgenlerin her birini C4, Cy
kiimelerinin son noktalarii kullanarak sonlu kez bélelim. Boylece elde edilen
dortgenlerin toplam alanlar degismeyecektir.[aq, by) X [az, be) dortgenini érten
dortgenler A;, [a1,b1) araligimi Orten ve kesigsmeyen dortgenlerden,B;,[as, bs)
dortgenini orten ve kesismeyen dortgenlerden olmak iizere, A;x B; bigimindedirler.
Sinifta yapilan bir boyutlu 6rnege benzer bigimde ilk araligi A; den olmak iizere
boylesi araliklarin alanlarinin toplami asagidaki ¢carpimdir:

(6.65)  A;boyu x (by — as)

bigimindedir. Simdi i tistiinden toplam alir ve ayni neticeyi bir kez daha
kullanarak aradigimiz sonuca varabiliriz.

(3)[a1, b1) X [ag, by) dortgeninde bulunan sonlu tane kegigmeyen dortgen aile-
sine ayni bolme iglemini yapabilir ve bu aileye kegigmeyen yeni dortgen ailesi
ekleyerek biiyiik dortgeni 6rten bir aile bulabiliriz. Burada daha 6nceki sonugumuzu
kullanarak dortgenlerin alanlarmin toplaminin (by — ay)(by — az2) garpimindan
kiigiik veya esit olduguna hiikmedebiliriz. Buradan da sayilabilir ve kegigmeyen
dortgenler ailesinin alanlari toplaminin yukaridaki sabitten kiigiik veya esit
olduguna hiikmedebiliriz.

(4) D;,i = 1,..., N dortgenlerinin birlegsimi D dértgenini igersin. D; dortgenini
D dortgeninin son noktalarini kullanarak alt dortgenlere bolelim. Boylece elde
edilen dortgenler ya tamamen D igindedirler veya onu kesmezler. D, dortgenini
(gergekte biricik olan)tamamen D iginde kalan dortgenle degistirelim. Simdi
tiimevarim’a bagvurarak ilk N — k£ dortgenin kesgismedigini,ve tiimiinin D



iginde kaldigini ve birlesimlerinin D dortgenini 6rttiigiinii varsayabiliriz. Simdi,
bir sonraki dortgene, Dy_j.1 dortgenine bakalim. Bu dortgeni daha onceki
Dy, ..., Dy, D dortgenlerini belirleyen araliklarin son noktalarimi kullanarak alt
dortgenlere bolelim. Dpy_j.; dortgeninin boliimmesinden sonra elde edilen
dortgenler ya tamamen bir D;,j < 1,..., N — k i¢inde kalirlar ya da D i¢inde
degildirler. Bunlar1 atarak k sayisini bir azaltiriz. Bagka bir deyisle, tiimevarimla,dortgenleri
bolerek ve gerekmeyenleri atarak, birbirlerini kesmeyen, D i¢inde kalan ve birlesimleri
D dortgenini orten bir aile elde ederiz.Bu yeni dortgenler ailesinin alanlar:
toplami, bir onceki gozlemden, tamtamina D’ nin alanina esittir. Dolayist ile
alanlar toplami1 baglangicta, en az, bu kadardir.

(5) D = [ay, by) X [ag, by) dortgenini érten, sayilabilir dortgenler, ailesi i¢in bir
boyuttaki gibi hareket ederiz. Ik olarak kenarlarm boylarmi tisten smirlayan
bir C' sabiti oldugunu kabul edebiliriz. Sonra k-ingi dortgeni biraz daha biiyiik
olacak sekilde, her iki iist limiti de, § > 0 olmak iizere, 27%§ kadar biiyiitiiriiz.
Simdi alan artmistir ama bu artig 2027 dan biiyiik degildir. Simdi de ¢rten
sayilabilir kiimeyi her biri kompakt bir kiime olan [ay, by — d] X [ag, by — J] ile
biiyiitelim. Kompakthk geregi orten acik kiimelerin sonlu tanesi de yine acik
bir ortii olagaktir. Simdi ayni teoremin yari-agik bigimini kullanarak, ayni son
noktalar1 kullanan ve [a1,b; — 0) X [ag, by — 0) igin bir értii bulabiliriz. Daha
once elde edilen sonlu haldeki sonugu kullanarak,

(6.66) alanlar toplami+ 2C§ > alanD — 2C6

bulunur.é keyfi oldugundan, sonuga ulagilmistir.[]

Sizleri basamak fonksiyonlarinin integrallerini alma konusundaki detaylar:
ogrenmeye tesvik etmek isterim.Jimdi araliklar yerine dortgenleri kullanarak,
yaptigimiz her geyin iki boyuta da yapilabilecegini gormenizi istiyorum. igin
gercegine bakarsaniz her sey R™ de de caligir.

Problem 2.4 (1) [0,1] tizerindeki her siirekli fonksiyon bir basamak fonksiy-
onlar1 dizisinin diizglin limitidir. (Ipucu Onge gercel durumu diisiiniin. Aralig
2™ egit parcaya boliin ve basamak fonksiyonlarini o altaralik tizerinde siirekli
fonksiyonun infimumu olarak tanimlaym. Sonrada diizgiin yakinsaklik kul-
lanin.

(2) Calculus’te 6grendiginiz ’teleskop eden seri’ hilesini kullanarak [0, 1)
tizerindeki her siirekli fonksiyonun f; fonksiyonlar1 basamak fonksiyonlar1 ve
Vo €[0,1), >, |fij(z)| < oo olmak iizere

(6.67) Zfl ),Yz € [0,1)



yazilabilecegini kanitlayiniz.

(3) Buradan [0, 1] tizerindeki her siirekli fonksiyonun bu araligin digina o
olagak bicimde genisletildiginde, Lebesgue integrallenebilir bir fonksiyon oldugunu
kanitlayiniz.

Coziim: Siirekli bir fonksiyonun gercel ve sanal kisimlari da siirekli oldugundan
once gercel degerli siirekli fonksiyonlar i¢in kanit yapar sonra da toplama ya-
pariz. Siirekli fonksiyonlarin kompakt kiimeler tizerindeki diizgiin stirekliliklerinden,
ki burada kiime [0, 1] kiimesidir. verilen n sayisi igin dyle bir N buluruzki
|z —y| <27V igin |f(z) — f(y)] < 27 olur. Simdi N ,n bagh olmak iizere
verilen araligi 2V esit parcaya bolerek her altaraligin kapamginda basamak
fonksiyonu f,,, minf = inf f olacak bicimde tanimlanirsa,

(6.68) |f(z) — Fy(z)| < 27", Va € [0,1)

ve (6.68) deki egitsizlik araliklarin son noktalarinda da gegerli olur. Dolayis
ile [0, 1) kiimesi tizerinde diizgiin olarak F,, — f yakinsamasi vardir.

(2) fi = F1, ve k > 1 i¢in fp = F} — Fj_; tamimlanirsa, bunlar basamak
fonksiyonlar1 olacaklar ve

(6.69) > Fi=fn
k=1

saglanir ve Fj,,; tanimindaki aralik Fj, icin de bir altaralik olacaktir.F),
tammmindaki her altaralikta f’in degeri 27" den fazla degisemiyecegi icin ,

bulunur ve buradan da [ |f,| < 27" elde ederiz. Bu serinin mutlak toplan-
abilir oldugunu verir. Esasinda seri [0, 1) araliginin her noktasinda yakinsaktir
ve (6.68) geregince f fonksiyonuna diizgiin yakisar.

(3) Bu nedenle f Lebesgue integrallenebilir bir fonksiyondur.

(4) Sag taraftaki integral Riemann integrali olmak tizere

(6.71) /f:/olf(:r;)dx

esitligini sormamigim. Fakat, bu agagidaki

(6.72) / £ = lim, / F,

10



esitligiden ve basamak fonksiyonlarimin [0, 1] iizerindeki integralleri degerlerinin
o altaraliktaki list Riemann toplamlar1 ve alt Riemann toplamlar1 arasinda
kalmasindan elde edilir.[]
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