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Ders #7: Do¼grusal Dönüşümler

(Ders kitab¬nda 80-89. sayfalar)

Ders #7 ile ilgili uyar¬

81. sayfadaki Tan¬m 13 ile ilgili olarak, (11) ba¼g¬nt¬s¬tan¬m¬n z1; z2; z3 ün seçi-

minden ba¼g¬ms¬z olaca¼g¬n¬gösterir.

88. sayfadaki Al¬̧st¬rma 2) nin küçük bir düzeltmeye ihtiyac¬vard¬r. Örne¼gin, 86.

sayfadaki tan¬ma göre w = �z hiperboliktir. Fakat bu,

ad� bc = 1

olmak üzere
az + b

cz + d

biçiminde yaz¬ld¬¼g¬nda

a = �d = i

almal¬y¬z ve böylece

a+ d = 0

olur.

w = z dönüşümü başka belirsizliklere neden olur. Bu nedenle tan¬m¬biraz de¼gi̧stirmeliyiz.

Tan¬m 1 Verilen bir S dönüşümü,

� Birim dönüşüm ya da tek bir sabit noktaya sahipse, paraboliktir .

� (12) ba¼g¬nt¬s¬nda k > 0 fakat k 6= 1 ise, kesin hiperboliktir.

� 86. sayfada jkj = 1 fakat S birim dönüşüm de¼gilse, eliptiktir .

Bu durumda Al¬̧st¬rma 2) nin ifadesi hiperbolik yerine kesin hiperbolik yaz¬lmas¬halinde

geçerli kal¬r.
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(i)

Sz =
�z + �


z + �

için tek bir sabit noktas¬olmas¬koşulu

(�� �)2 = �4�
 (metinde yanl¬̧s i̧saretli)

dir.

�� � �
 = 1

normalizasyonuyla istenilen bulunur:

(�+ �)2 = 4:

(ii) Varsayal¬m ki iki sabit nokta a ve b olsun.

w � a
w � b = k

z � a
z � b

yi

w = Tz =
�z + �


z + �

biçiminde yazabiliriz.

A =

0@ � �


 �

1A
diyelim ve

Tr2(A) =
( _IzA)2

detA

tan¬mlayal¬m. Lineer cebir derslerinden

_Iz(BAB�1) = _Iz(A)

ve

det(BAB�1) = detA

d¬r. z1 ve w1 aşa¼g¬daki biçimde tan¬mlans¬n:

z1 = Sz =
z � a
z � b
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ve

w1 = Sw =
w � a
w � b :

Bu durumda

Tr2(T ) = Tr2(STS�1)

olur.

w1 = STz = STS
�1z1

oldu¼gundan

w1 = kz1

dir. Bu nedenle

Tr2(T ) = Tr2(STS�1) = k +
1

k
+ 2

bulunur. T kesin hiperbolik ise,

k > 0; k 6= 1

oldu¼gundan,

Tr2(T ) > 4

olur. Bu ise

�� � �
 = 1

varsay¬m¬alt¬nda, daha önce belirtildi¼gi gibi

(�+ �)2 > 4

demektir.

Tersine, e¼ger

(�+ �)2 > 4

ise k > 0 d¬r. Böylece

w1 = kz1

dönüşümü, 0 ve 1 dan geçen her do¼gruyu kendi üzerine resmeder. Bu nedenle, T

dönüşümü, k > 0 olmak üzere, her C1 çemberini kendi içine resmeder. Bu halde, T

kesin hiperboliktir.
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(iii) jkj = 1 ise

w1 = e
i�z1

dir ve � = 0 durumu d¬̧sland¬¼g¬ndan,

Tr2(T ) =

�
2 cos

�

2

�2
< 4

bulunur.

Tersine, e¼ger

�2 < � + � < 2; �� � �
 = 1

ise

Tr2(T ) = (�+ �)2 = k +
1

k
+ 2 < 4

olur. k = rei� (r > 0) yaz¬l¬rsa,�
r +

1

r

�
cos � + i

�
r � 1

r

�
sin � < 2

ç¬kar. Buradan

r = 1 veya � = 0 veya � = �

ç¬kar.

r = 1 ise, jkj = 1 olur ve T eliptiktir.

r +
1

r
� 2 oldu¼gundan, � = 0 olmas¬durumu gözard¬edilmi̧stir.

Son olarak, � = � ise, k = �r dir ve buradan

(�+ �)2 = �r � 1
r
+ 2

olur. Fakat r � 0 ve � + � reel oldu¼gundan, r = 1 olur, bu nedenle, k = �1 dir ve T

böylece eliptiktir.
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