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Bu materyallerden alint1 yapmak veya Kullanim Sartlar1 hakkinda bilgi almak i¢in

http://ocw.mit.edu/terms ve http://tuba.acikders.org.tr sitesini ziyaret ediniz.




Ders #3: Analitik Fonksiyonlar; Rasyonel Fonksiyonlar
(Ders kitabinda 21-32. sayfalar )

Ders #3 ile ilgili hatirlatmalar

» Sayfa 32 deki (14) numarah formiil R(co) = oo varsaymmi altinda ispatlandi. Ote
yandan, R(oo) sonlu ise, (12) gosterilisi G = 0 olmak tizere gegerlidir. Bu halde, R(3,+ %)
icin olan &nceki ispati kullanarak (14) gosteriligini tekrar elde ederiz.

» Sayfa 29 daki teorem 1 in daha kuvvetli bi¢gimi agagidaki bicimdedir:

Teorem 1 (Kuwvetli bi¢im) P(z) polinomunun sifirlarini kapsayan en kiigik konveks
kiime ayni zamanda P'(z) polinomunun da sifirlarina kapsar.
Ispat: P nin sifirlart o, as, . . ., o, olsun:
P(z) =an(z —a1)(z —ag) - -+ (2 — au).
O halde
P'(2) 1 1

P(z) :z—ozl—i_”‘—i_z—ozn

dir. 29, P'(z) nin bir sifir yeri ve 29 # «; (Vi = 1,2,...,n) ise, z = 7y i¢in yukaridaki ifade
sifirdir. Bu halde esitligin her iki yaninin eglenigi alinir ve diizenlenirse,
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n
olur ve m; > 0 ve > m; = 1 olmak iizere
=1

Zo = Mmiag + -+ myoy,

bulunur. Simdi yalnizca agagidaki basit sonucu ispatlamak yeterlidir:

Onerme 1 ay,as,...,a, € C verilsin.
n n
C:{Zmia”miZOve Zmizl} (1)
i=1 i=1
kiimesi, tim a; saylarin iceren tiim konveks kiimelerin kesigimidir. (Bu kiimeye a1, as, . . ., a,

nin konveks zarfi denir.)



Ispat: (1) deki her > m;a; noktasmm, a; yi iceren her konveks kiime tarafindan icer-
i=1
ildigini, boylece C' de olacagim gostermek zorundayiz. m; > 0 (1 < i < p) ve m; = 0

(7 > p) olmak tizere
P
Tr = Z m;a;
i=1

bi¢iminde olsun. p iizerinden tiimevarimla, z € C' oldugunu kanitlayalim. p = 1 ise iddia

aciktir.
p—1
i=1
ve
p—1
m;
a= —ay;
A

i=1

diyelim. Indiiksiyon hipotezinden, a € C' dir. Ote yandan, 0 < A < 1 olmak iizere
p
T = Zmiai =Xa+ (1—XNa,
i=1

oldugundan, z € C' olur. B

Sayfa 33 deki 4. problemin ¢6ziimii

R(z) rasyonel ve |z| =1 i¢in

[R(2)| =1

olsun. O halde
’R(ew)‘ =1,0€eR

dir. S(z), R(z) nin katsayilarinin eglenigi alinarak elde edilen rasyonel fonksiyon olsun.
Bu halde,
R(e?)S(e™) = R(e”)R(e?) = 1

olur. Boylece, |z| = 1 ¢emberi iizerinde



bagintisinin gerceklendigi goriiliir.

Bir polinomun sonlu sayida sifir1 oldugundan, R(z) nin 0 veya oo dan farkh sifirlari

a1, 09,...,0)
olsun. Bu durumda
1 1 1
_, _’ .. 7 —
o1 Oy ap

S(z) nin kutuplardir ve 0 veya oo dan farkhidir. Boylece S nin tanimidan,

re) (£2L Z‘_‘)‘p)_l

11—z 1—-ap,z
fonksiyonunun muhtemelen 0 ve co diginda kutbu veya sifir1 yoktur. Bu nedenle C' sabit,

|C| =1 ve | tamsay1 olmak {izere

zZ— o Z— oy

R(z) = C7' :
(2) : 1—a1z2 1 —a,z

bi¢imindedir. Tersine, boyle bir R fonksiyonu igin |z| = 1 iken |R(2)| =1 dir.
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