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Ders #3: Analitik Fonksiyonlar; Rasyonel Fonksiyonlar

(Ders kitab¬nda 21-32. sayfalar )

Ders #3 ile ilgili hat¬rlatmalar

I Sayfa 32 deki (14) numaral¬formül R(1) = 1 varsay¬m¬alt¬nda ispatland¬. Öte

yandan, R(1) sonlu ise, (12) gösterili̧si G � 0 olmak üzere geçerlidir. Bu halde, R(�j+ 1
�
)

için olan önceki ispat¬kullanarak (14) gösterili̧sini tekrar elde ederiz.

I Sayfa 29 daki teorem 1 in daha kuvvetli biçimi aşa¼g¬daki biçimdedir:

Teorem 1 (Kuvvetli biçim) P (z) polinomunun s¬f¬rlar¬n¬ kapsayan en küçük konveks

küme ayn¬zamanda P 0(z) polinomunun da s¬f¬rlar¬n¬kapsar.

·Ispat : P nin s¬f¬rlar¬�1; �2; : : : ; �n olsun:

P (z) = an(z � �1)(z � �2) � � � (z � �n):

O halde
P 0(z)

P (z)
=

1

z � �1
+ � � �+ 1

z � �n
dir. z0; P 0(z) nin bir s¬f¬r yeri ve z0 6= �i (8i = 1; 2; :::; n) ise, z = z0 için yukar¬daki ifade

s¬f¬rd¬r. Bu halde eşitli¼gin her iki yan¬n¬n eşleni¼gi al¬n¬r ve düzenlenirse,

z0 � �1
jz0 � �1j2

+ � � �+ z0 � �n
jz0 � �nj2

= 0

olur ve mi � 0 ve
nP
i=1

mi = 1 olmak üzere

z0 = m1�1 + � � �+mn�n

bulunur. Şimdi yaln¬zca aşa¼g¬daki basit sonucu ispatlamak yeterlidir:

Önerme 1 a1; a2; : : : ; an 2 C verilsin.

C =

(
nX
i=1

miai j mi � 0 ve
nX
i=1

mi = 1

)
(1)

kümesi, tüm ai say¬lar¬n¬içeren tüm konveks kümelerin kesişimidir. (Bu kümeye a1; a2; : : : ; an

nin konveks zarf¬denir.)
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·Ispat : (1) deki her
nP
i=1

miai noktas¬n¬n, ai yi içeren her konveks küme taraf¬ndan içer-

ildi¼gini, böylece C de olaca¼g¬n¬göstermek zorunday¬z. mi > 0 (1 � i � p) ve mj = 0

(j > p) olmak üzere

x =

pX
i=1

miai

biçiminde olsun. p üzerinden tümevar¬mla, x 2 C oldu¼gunu kan¬tlayal¬m. p = 1 ise iddia

aç¬kt¬r.

� =

p�1X
i=1

mi

ve

a =

p�1X
i=1

mi

�
ai

diyelim. ·Indüksiyon hipotezinden, a 2 C dir. Öte yandan, 0 � � � 1 olmak üzere

x =

pX
i=1

miai = �a+ (1� �)ap

oldu¼gundan, x 2 C olur. �

Sayfa 33 deki 4. problemin çözümü

R(z) rasyonel ve jzj = 1 için

jR(z)j = 1

olsun. O halde ��R(ei�)�� � 1; � 2 R
dir. S(z); R(z) nin katsay¬lar¬n¬n eşleni¼gi al¬narak elde edilen rasyonel fonksiyon olsun.

Bu halde,

R(ei�)S(e�i�) = R(ei�)R(ei�) = 1

olur. Böylece, jzj = 1 çemberi üzerinde

R(z)S(
1

z
) = 1

elde edilir. Paydalar¬n¬sadeleştirerek, her z 2 C için

R(z)S(
1

z
) = 1
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ba¼g¬nt¬s¬n¬n gerçeklendi¼gi görülür.

Bir polinomun sonlu say¬da s¬f¬r¬oldu¼gundan, R(z) nin 0 veya 1 dan farkl¬s¬f¬rlar¬

�1; �2; : : : ; �p

olsun. Bu durumda
1

�1
;
1

�2
; : : : ;

1

�p

S(z) nin kutuplar¬d¬r ve 0 veya 1 dan farkl¬d¬r. Böylece S nin tan¬m¬ndan,

1

�1
;
1

�2
; : : : ;

1

�p

R(z) nin kutuplar¬d¬r ve 0 veya 1 dan farkl¬d¬r. Buradan

R(z)

�
z � �1
1� �1z

� � � z � �p
1� �pz

��1
fonksiyonunun muhtemelen 0 ve 1 d¬̧s¬nda kutbu veya s¬f¬r¬yoktur. Bu nedenle C sabit,

jCj = 1 ve l tamsay¬olmak üzere

R(z) = Czl
z � �1
1� �1z

� � � z � �p
1� �pz

biçimindedir. Tersine, böyle bir R fonksiyonu için jzj = 1 iken jR(z)j = 1 dir.
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