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Ders #23: Gamma Fonksiyonu ve

Zeta Fonksiyonu için Fonksiyonel Eşitlik

(Ders kitab¬nda 212-217 sayfalar)

Gamma fonksiyonu

�(z) =

Z 1

0

tz�1e�t dt Re z > 0

biçiminde tan¬mlanabilir.

fn(z) =

Z n

0

tz�1e�t dt

yaz¬l¬rsa, fn(z) fonksiyonu holomor�ktir ve

j�(z)� fn(z)j �
����Z 1

n

tz�1e�t dt

���� � Z 1

n

tRe z�1e�t dt

her Re z > � (� > 0) yar¬ düzleminde 0 a düzgün yak¬nsar. Bu nedenle �(z) fonksi-

yonu Re z > 0 bölgesinde holomor�ktir. Gamma fonksiyonunun baz¬özellikleri aşa¼g¬daki

gibidir:

(i) �(z + 1) = z�(z) dir.

Bu özellik k¬sm¬integrasyonla kolayca gösterilebilir.

(ii) �(z) fonksiyonu z = 0;�1;�2; ::: noktalar¬nda basit kutuplar¬olan C de meromor�k

bir fonksiyona geni̧sletilebilir.

H(z) =
�(z + 1)

z

fonksiyonu z = 0 da kutbu olan Re z > �1 de meromor�k bir fonksiyondur.

lim
z!0

zH(z) 6= 0

oldu¼gundan, kutup noktas¬basittir. Rezidüsü �(1) = 1 dir. Hatta Re z > 0 için H(z) =

�(z) dir. Böylece �(z); z = 0 da basit kutba sahip Re z > �1 de meromor�k olan

fonksiyondur. (ii) iddias¬bu şekilde devam ettirilerek gösterilebilir.

(iii) x > 0; y > 0 için Z 1

0

tx�1(1� t)y�1 dt = �(x)�(y)

�(x+ y)

1



dir.

·Ispat:

�(x)�(y) =

Z 1

0

tx�1e�t dt

Z 1

0

sy�1e�s ds

s = tv yazal¬m. ·Integrandlar pozitif oldu¼gundan, integraller yer de¼gi̧stirebilir. Bu du-

rumda

�(x)�(y) =

Z 1

0

tx�1e�t dt

Z 1

0

tyvy�1e�tv dv

=

Z 1

0

vy�1 dv

Z 1

0

tx+y�1e�(v+1)t dt t =
u

1 + v

=

Z 1

0

vy�1 dv

Z 1

0

ux+y�1e�u (1 + v)�x�y du

= �(x+ y)

Z 1

0

vy�1

(1 + v)x+y
dv

= �(x+ y)

Z 1

0

sx�1(1� s)y�1 ds (1)

elde edilir. Son ifade v = s�1(1� s) yaz¬lmas¬yla bulunur. Böylece (iii) kan¬tlanm¬̧s olur.

(iv) �(z)�(1� z) = �

sin �z
dir.

(1) formülünden 161. sayfadaki Al¬̧st¬rma 3(g) deki yöntemle �= sin �x i veren

�(x)�(1� x) =
Z 1

0

v�x

1 + v
dv

formülü bulunur. Böylece, meromor�k devamla (iv) kan¬tlanm¬̧s olur.

�(z) fonksiyonunun kutuplar¬ sin �z nin s¬f¬rlar¬ ile sadeleşti¼ginden, �(1 � z) hiçbir

zaman 0 olamaz.
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