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Bu materyallerden alint1 yapmak veya Kullanim Sartlar1 hakkinda bilgi almak i¢in

http://ocw.mit.edu/terms ve http://tuba.acikders.org.tr sitesini ziyaret ediniz.




Ders #2: Ustel Fonksiyon ve Kompleks Degiskenler icin
Logaritma Fonksiyonu

(Ders kitabindaki 10-20. sayfalar yerine)

Analiz I dersinde, b > 1 ve z € R i¢in
¥ = sup b
teQ, t<x
bi¢ciminde tamimlanmigti. Bunu kullanarak

b = b

formiiliinii ispatlamak zordur. Bunu kolayca ispatlamak icin b* in bagka bir ifadesini elde

edelim:

olsun. Bu durumda

ve

oldugu goriiliir. O halde, L(x) in
E(L(z)) ==

gerceklenecek bigimde bir E(x) ters fonksiyonu vardir. Analiz I dersinde
E'(L(x))L'(x) =1

ispatlandigindan

E'(L(z)) ==

bulunur. y = L(z) denirse, z = E(y) olur ve



elde edilir. F(0) = 1 oldugu kolayca goriiliir. Seri gosteriliginin tekliginden,

2 n

x xXr
Blo)=1+a+5+ 4+ veB(l)=e¢

cikar.

Teorem 1 Her x € R i¢in b* = E(xL(b)) dir.
Ispat: v = L(x) ve v = L(y) olsun. Bu durumda

E(u+v) = E(L(x) + L(y)) = E(L(zy)) = 2y = E(u)E(v),

olur, t = - denirse,
m
bulunur. Boylece,
olur. Ote yandan E fonksiyonu
esitligini gergeklediginden

elde edilir. Ayrica

ve

ve



olur. E(z) siirekli oldugundan, = € R i¢in
b*= sup (b') = sup E(tL(b)) = E(zL(b))
teQ, t<z teQ, t<zx

cikar. W

Sonug 1 Her b > 0 ve z,y € R igin b*Y = b*bY dir.

Ozel olarak e® = E(z) oldugundan yukaridaki seri gosterilisinden su ilging formiil elde
edilir:

1 1 v x? x"
Tbld oot — g | =l ad ot f— et
21 n! 21 n!

e” igin yukaridaki formiil z € C igin e* nin yakinsakligi1 apacik olan agsagidaki seri bigiminde
2 on

z
f=14+z4+—4+ - 4+—=4+...
2! n!

tanimlanabilecegini akla getirir.
Onerme 1 Her z,w € C i¢in et = e*e® dir.
Ispat: t € R olmak iizere
f(t) = e ve g(t) = e™e

fonksiyonlarim1 gozoniine alalim. e*** ve €' nin seri acihmlar ¢ ye gore terim terime

tiiretilirse,
af
dt

dg

(1), 5 = 29t

ve
f(0) =e", g(0) =e”
bulunur. Bu denklemlerin tek tiirlii belirli olusundan, f = ¢ sonucu c¢ikar. Boylece,

f(1) = ¢(1) bulunur. H

Ayrica t € R ise

eltemit =1 ve (¢)™! = 7t



olur. Buradan

‘e”‘ =1

oldugu goriiliir. Su halde e birim ¢ember iizerindedir.

Ote yandan,
eit+e—it t2
cost = ———=1——+---
2 2 * ’
elt_efit t3
sint = —=t——+4---.
21 2

gosteriliglerinden, iyi bilinen e = cost + isint geometrik ifadesinin dogrulugunu bir kez
daha kanitlanmis oluruz. Dikkat edilirse, e*(¢ € R) birim ¢emberi tiimiiyle doldurur. Ara
deger teoreminden, {cost | t € R} kiimesi [—1, 1] araligim tiimiiyle doldurur. Bu nedenle

de e = cost + isint, uygun bir ¢ icin birim cember {izerinde bir noktadir.
Dikkat edilirse, z +— e* doniigiimii 0 digindaki tim w € C kompleks degerleri alir.
Gergekten her z € C icin

w=e"=¢e"-eY z=x+1iy

dir. Burada
e = |w| ve e = v
|wl

olacak bicimde z ile y secilirse e* = w olur. Boylece,
z = |z| ¥ ve w = |w| e ise

2w = 7| |w|ei(‘p+w)

= 2] |wl (cos(y + 1) +isin(p + 1))

bulunur. Bu son formiil 2z ve w kompleks sayilarinin ¢arpiminin geometrik yorumunu



verir.

Sekil 2.1

Buradan da asagidaki ¢ok kullanilan formiil elde edilir:

(cos @ + isin )" = ™ = cosnyp + isin nep.

.. . 2r . . 27
Teorem 2 2" =1 denkleminin kokler: w = cos — + isin — olmak tizere
n n
17 (JJ, (JJ2, ) wn_l
dir.

Sekil 2.2

Cok kullanilan baz1 kompleks say1 kiimelerinin geometrik anlami agagidaki gibidir:

|z —al =7 «—— cember

|z —al+]z—=bl=r (Ja—0b <r) «— elips

|z —a| =]z — b —— dik ag1 ortay
{z]|z=a+1tb,t e R} «—— dogru
{z|Imz < 0} «—— alt yan diizlem
{z | Im <%) < 0} —— yan diizlem



r € R iken z +— €” doniigiimiiniin tersi vardir. z € C iken z +— e* doniisiimiiniin tersi

YOKTUR. Ciinkii,

ez+2m — ?

dir ve bu nedenle de e nin tersi yoktur. Ustelik, w # 0 icin

denkleminin sonsuz sayida ¢oziimii vardir:
e’ = |w|, e = % =z = log|w|,y = arg(w).
w
Buradan

log w = log |w| + i arg(w)

sonsuz ¢oklukta deger alir ve bu nedenle de bir fonksiyon degildir.
Arg(w) yi (—m, ) araligindaki
A :
Arg(w) = w nin esas agisi
olacak bicimde tanimlarsak, logaritmanin esas degeri
A .
Log(w) = log |w| + iArg(w)

olur. Log(w) nin tanmim kiimesi yarikli diizlemdir (negatif reel eksenin gikarilmasiyla elde
edilen diizlem). Ayrica

log z129 = log 21 + log 25

dir. Esitligin her iki tarafi da ayni sonsuz ¢oklukta degerleri alir. Daha ayrintili olarak

asagidaki teoremi verebiliriz:
Teorem 3 Yarikly diizlemde
Log (z120) = Log(z1) + Log(z2) +n-2mi n =0 veya +1

ve —1 < Arg(z1) + Arg(z) < 7 ise n = 0 dir. Ozel olarak z, > 0 ise n = 0 olur.



Ispat: Arg(z1), Arg(zs) ve Arg(z12y) (—m, n) arahgmda oldugundan
—m =7 —7 < Arg(z1) + Arg(z2) — Arg(z120) < T+ 7+
dir. Fakat
Arg(z1) + Arg(za) — Arg(z122) = n - 2w

esitligi gerceklendiginden

n| <1

bulunur.

|Arg(z129)] < 7

oldugundan

|Arg(z1) + Arg(ze)| < m

ise, farklar1 27 nin bir kat1 oldugundan, Arg(z,) + Arg(za) = Arg(z122) olur. B
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