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Ders #19: Normal Aileler

(Ders kitab¬ndaki 219-227. sayfalar yerine)

Teorem 1 
 � C bir bölge ve her kompakt E � 
 için E üzerinde düzgün s¬n¬rl¬olacak

biçimde, 
 üzerindeki holomor�k fonksiyonlar¬n bir ailesi F olsun. Bu halde, F fonksiyon

ailesi 
 n¬n her kompakt alt kümesi üzerinde düzgün yak¬nsayan bir alt diziye sahiptir.

·Ilk olarak her kompakt E � 
 için F ailesi eş süreklidir. Bunun anlam¬, verilen her " > 0

say¬s¬na kaŗs¬l¬k, her f 2 F için

jz0 � z00j < �; z0; z00 2 E iken jf(z0)� f(z00)j < " (1)

gerçeklenecek biçimde, bir � > 0 say¬s¬vard¬r.

x! d(x;C�
) uzakl¬k fonksiyonu süreklidir ve kompakt E kümesi üzerinde pozitif olan bir

minimuma sahiptir. F =
[
x2E

D(x; 2d) nin kapan¬̧s¬F � 
 olacak biçimde (D diski göstermek

üzere) d > 0 olsun.

z0; z00 2 E noktalar¬

jz0 � z00j < d

gerçeklesin ve 
 ile


 : jz � z0j = 2d

çemberini gösterelim.

Bu durumda 
 � F ve z0; z00 noktalar¬n¬n her ikisi de 
 n¬n içindedir. Ayn¬zamanda � 2 
 için

j� � z0j = 2d;
��� � z00�� � d dir.

Cauchy formülünden f 2 F için

f (z0)� f (z00) = z0 � z00
2�i

Z



f(�)

(� � z0) (� � z00)d�

yaz¬labilir. f nin F deki maksimum de¼geri M
�
F
�
ise

jf (z0)� f (z00)j = jz0 � z00j
M
�
F
�

d

1



olur. Böylece (1) gösterilmi̧s olur.

Teorem 1 in ispat¬n¬tamamlamak için 
 da yo¼gun olan herhangi bir (zj) dizisini seçelim. F de

herhangi bir dizi fm olsun. fm(z1) s¬n¬rl¬d¬r ve bu nedenle fm dizisinin z1 noktas¬nda yak¬nsayan

bir fm;1 alt dizisi vard¬r. Benzer biçimde, fm;1 alt dizisinin z2 de yak¬nsayan bir fm;2 alt dizisini

alal¬m. Bu şekilde devam ederek, fm;m alt dizisinin her zj noktas¬nda yak¬nsad¬¼g¬n¬görürüz.

·Ispat¬n birinci k¬sm¬ndan, F ailesi F kompakt kümesi üzerinde eş süreklidir. Verilen her

" > 0 say¬s¬na kaŗs¬l¬k, her z0; z00 2 F ; f 2 F için (1) gerçeklenecek biçimde bir � < d vard¬r.

z 2 E ise D(z; �) diski içinde, z 2 D(zj; �) olacak biçimde, zj noktalar¬vard¬r.

E nin kompaktl¬¼g¬ndan, z1; � � � ; zp noktalar¬için

E �
p[
i=1

D(zj; �)

dir. Böylece z 2 E verildi¼ginde jz � zi(z)j < � olacak biçimde bir zi = zi(z) vard¬r. Bu nedenle

zi(z) 2 F dir. Böylece F için (1) den,

jf (z)� f (zi(z))j < " f 2 F (2)

olur.

jfr;r (zi)� fs;s (zi)j < " 1 � i � p; r; s > N (3)

olacak biçimde bir N > 0 say¬s¬vard¬r.

z 2 E verildi¼ginde, zi = zi(z) için (2) ve (3) den

jfr;r (z)� fs;s (z)j � jfr;r (z)� fr;r (zi)j+ jfr;r (zi)� fs;s (zi)j+ jfs;s (zi)� fs;s (zi)j

� 3"

bulunur. Böylece E üzerindeki düzgün yak¬nsakl¬k kan¬tlanm¬̧s olur.

Uyar¬: Ders kitab¬ndaki sayfa 223 de yanl¬̧sl¬kla �k 2 E varsay¬lm¬̧s (ve kullan¬lm¬̧st¬r). Bu

hata birçok ders kitab¬nda vard¬r.
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