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Ders #18: Sonsuz Çarp¬mlar

(Ders kitab¬nda 191-200. sayfalar)

Ders #18 ile ilgili uyar¬lar

197. sayfadaki 1. Problem Varsayal¬m ki an !1 (tümünün farkl¬olmas¬koşulu

kitapta eksik) ve An ler key� kompleks say¬lar olsun. f(an) = An gerçeklenecek biçimde

bir tam fonksiyonun varl¬¼g¬n¬gösteriniz.

·Ispat: (Kitaptaki yol göstermeye alternatif olan daha basit bir çözüm) g(z) basit s¬f¬rlar¬

an olan bir analitik fonksiyon olsun. Mittag-Le¤er teoreminden, kutuplar¬tam olarak an olan

tekil k¬sm¬
An=bn
z � an

kesrine eşit C de bir h meromor�k fonksiyonu vard¬r. Bu durumda

f(z) = g(z)h(z)

fonksiyonu istenilen özelli¼ge sahiptir. �

� cot�z nin formülü için uyar¬(197. sayfa 8. sat¬r)

sin �z nin çarp¬m formülü sonsuz çarpan içerdi¼ginden, logaritmik türev alma i̧slemi özenle

yap¬lmal¬d¬r. Genel olarak,

f(z) =
1Y
1

fn(z) = lim
N!1

NY
1

fn(z) = lim
N!1

gN(z)

yaz¬l¬rsa, yak¬nsakl¬k kompakt kümeler üzerinde düzgün olur. Teorem 1 den,

f 0(z) = lim
N!1

g0N(z)

ve
f 0(z)

f(z)
= lim

N!1

g0N(z)

gN(z)

olur. Burada g0N(z)=gN(z), çarp¬m¬n türevi kural¬yla verilir. Bu hat¬rlatma (27) formülünün

ispat¬n¬do¼grular.
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Kitapta Gamma fonksiyonu, §2.4 deki (29) çarp¬m formülü ile tan¬mlanmakta ve Lindelöf�ün

buldu¼gu ilginç bir rezidü hesab¬ndan (42) integral formülü ç¬kar¬lmaktad¬r. Biz burada daha

k¬sa bir şekilde ve integral formülü ile verilen tan¬mdan, çarp¬m formülünü ç¬karaca¼g¬z.

Gamma fonksiyonu

�(z) =

Z 1

0

tz�1e�t dt Re z > 0

biçiminde tan¬mlanabilir.

fn(z) =

Z n

0

tz�1e�t dt

yaz¬l¬rsa, fn(z) fonksiyonu holomor�ktir ve

j�(z)� fn(z)j �
����Z 1

n

tz�1e�t dt

���� � Z 1

n

eRe z�1e�t dt

her Re z > � (� > 0) yar¬düzleminde 0 a düzgün yak¬nsar. Bu nedenle �(z) fonksiyonu Re z > 0

bölgesinde holomor�ktir. Gamma fonksiyonunun baz¬özellikleri aşa¼g¬daki gibidir:

(i) �(z + 1) = z�(z) dir.

Bu özellik k¬smi integrasyonla kolayca gösterilebilir.

(ii) �(z) fonksiyonu z = 0;�1;�2; ::: noktalar¬nda basit kutuplar¬olan C de meromor�k bir

fonksiyona geni̧sletilebilir.

H(z) =
�(z + 1)

z

fonksiyonu z = 0 da kutbu olan Re z > �1 de meromor�k bir fonksiyondur.

lim
z!0

zH(z) 6= 0

oldu¼gundan, kutup noktas¬basittir. Rezidüsü �(1) = 1 dir. Hatta Re z > 0 için H(z) = �(z)

dir. Böylece �(z); z = 0 da basit kutba sahip Re z > �1 de meromor�k olan fonksiyondur. (ii)

iddias¬bu şekilde devam ettirilerek gösterilebilir.

(iii) x > 0; y > 0 için Z 1

0

tx�1(1� t)y�1 dt = �(x)�(y)

�(x+ y)

dir.

·Ispat:

�(x)�(y) =

Z 1

0

tx�1e�t dt

Z 1

0

sy�1e�s ds
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s = tv yazal¬m. ·Integrandlar pozitif oldu¼gundan, integraller yer de¼gi̧stirebilir. Bu durumda

�(x)�(y) =

Z 1

0

tx�1e�t dt

Z 1

0

tyvy�1e�tv dv

=

Z 1

0

vy�1 dv

Z 1

0

tx+y�1e�(v+1)t dt t =
u

1 + v

=

Z 1

0

vy�1 dv

Z 1

0

ux+y�1e�u (1 + v)�x�y du

= �(x+ y)

Z 1

0

vy�1

(1 + v)x+y
dv

= �(x+ y)

Z 1

0

sx�1(1� s)y�1 ds (1)

elde edilir. Son ifade v = s�1(1� s) yaz¬lmas¬yla bulunur. Böylece (iii) kan¬tlanm¬̧s olur.

(iv) �(z)�(1� z) = �

sin �z
dir.

(1) formülünden 161. sayfadaki Al¬̧st¬rma 3(g) deki yöntemle (Ders #15)

�(x)�(1� x) =
Z 1

0

v�x

1 + v
dv

bulunur. Böylece meromor�k devamla (iv) kan¬tlanm¬̧s olur.

�(z) fonksiyonunun kutuplar¬sin �z nin s¬f¬rlar¬ile sadeleşti¼ginden, �(1 � z) hiçbir zaman

0 olamaz. (iii) den z = x+ iy olmak üzere, 0 < h < x
2
için

�(z � h)�(h)
�(z)

=

Z 1

0

tz�h�1(1� t)h�1 dt

=

Z 1

0

(1� t)z�h�1th�1 dt

=
1

h
+

Z 1

0

�
(1� t)z�h�1 � 1

�
th�1 dt

bulunur.

·Integral i̧sareti alt¬nda h ! 0 için bask¬n yak¬nsakl¬k teoremi kullan¬l¬r.
�
1
2
; 1
�
aral¬¼g¬nda

integrand h < x
2
için düzgün oldu¼gundan s¬n¬rlama için bir problem yoktur.

�
0; 1

2

�
aral¬¼g¬nda

(� = z � h� 1 olmak üzere)

���(1� t)z�h�1 � 1� th�1�� � ����(1� t)� � 1t

����
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dir ve l�Hospital kural¬ndan j�j = jz � h� 1j � jzj + 2 dir ve yine integrand s¬n¬rl¬d¬r. Bu

nedenle h! 0 iken

�(z � h)�(h)
�(z)

=
1

h
+

Z 1

0

�
(1� t)z�h�1 � 1

�
th�1 dt+ o(1)

elde edilir.

Sol yanda h = 0 noktas¬nda h ! �(z � h) için Taylor aç¬l¬m¬ve h ! �(h) için Laurent

aç¬l¬m¬kullan¬l¬rsa, f g ile �(h) için h = 0 merkezli Laurent serisi gösterilmek üzere

1

�(z)
(�(z)� h�0(z) + � � � )

�
1

h
+ A+Bh+ � � �

�
yazal¬m. Sa¼g ve sol yandaki sabit terimler eşitlenirse

�0(z)

�(z)
=

Z 1

0

�
1� (1� t)z�1

�
t�1 dt� A x > 0

bulunur. t�1 =
1X
n=0

(1� t)n yaz¬l¬rsa,

Z 1

0

X
n

�
(1� t)n � (1� t)n+z�1

�
dt� A

olur. [ ] içindeki ifade
(1�t)n(1�(1�t)z�1)

t
t ye eşittir ve (1� t)nKt ile s¬n¬rl¬d¬r. Bu nedenle

R
veP

n

yer de¼gi̧stirebilir. Böylece

X
n

Z 1

0

�
(1� t)n � (1� t)n+z�1

�
dt� A

=

1X
n=0

�
1

n+ 1
� 1

n+ z

�
� A = 1� 1

z
+

1X
1

�
1

n+ 1
� 1

n+ z

�
� A

=

1X
n

�
1

n
� 1

n+ 1

�
� 1
z
+

1X
1

�
1

n+ 1
� 1

n+ z

�
� A

= �1
z
+

1X
1

�
1

n
� 1

n+ z

�
� A

ve sonuç olarak
�0(z)

�(z)
+
1

z
=

1X
1

�
1

n
� 1

n+ z

�
� A
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bulunur. Bu ifade
1

�(z)
= zeCz

1Y
1

�
1 +

z

n

�
e�

z
n C = sabit

sonsuz çarp¬m¬n¬n logaritmik türevinden başka biŗsey de¼gildir.

z = 1 yaz¬l¬rsa,

1 = eC
1Y
1

�
1 +

1

n

�
e�

1
n

bulunur. Buradan

1 = eC lim
N!1

�
(N + 1) e�(1+

1
2
+���+ 1

N )
�

ve böylece

0 = C + lim
N!1

�
log (N + 1)� 1� 1

2
� � � � � 1

N

�
= C � 


bulunur. Bu durumda

C = Euler sabiti 


ç¬kar.
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