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Ders #18: Sonsuz Carpimlar
(Ders kitabinda 191-200. sayfalar)

Ders #18 ile ilgili uyarilar

197. sayfadaki 1. Problem Varsayalim ki a, — oo (timinin farkl olmasi kosulu

kitapta eksik) ve A, ler keyfi kompleks sayular olsun. f(a,) = A, gerceklenecek bicimde

bir tam fonksiyonun varlhigini gésteriniz.

Ispat: (Kitaptaki yol gostermeye alternatif olan daha basit bir ¢oziim) g(z) basit sifirlar
a, olan bir analitik fonksiyon olsun. Mittag-Leffer teoreminden, kutuplar: tam olarak a,, olan

tekil kismm
A, /b,

Z — ap,

kesrine egit C de bir h meromorfik fonksiyonu vardir. Bu durumda
f(z) = g(2)h(z)
fonksiyonu istenilen ¢zellige sahiptir. l

7 cot 7z nin formiilii i¢in uyar1 (197. sayfa 8. satir)

sin 72z nin ¢arpim formiilii sonsuz carpan icerdiginden, logaritmik tiirev alma iglemi 6zenle

yapilmalidir. Genel olarak,

1) ()
F(z) 3 gue)

olur. Burada ¢ (z)/gn(2), carpimun tiirevi kuraliyla verilir. Bu hatirlatma (27) formiiliiniin

ispatim1 dogrular.



Kitapta Gamma fonksiyonu, §2.4 deki (29) carpim formiilii ile tanimlanmakta ve Lindel6f’iin
buldugu ilging bir rezidii hesabindan (42) integral formiilii gikarilmaktadir. Biz burada daha

kisa bir gekilde ve integral formiilii ile verilen tanimdan, ¢arpim formiiliinii gikaracagiz.

Gamma fonksiyonu

I'(z) = /OO t*~le ™t dt Rez >0
0
bi¢iminde tanimlanabilir.
fulz) = /n t*le b dt
0
yazilirsa, f,(z) fonksiyonu holomorfiktir ve

/ 7 et dt‘ §/ eRez=lo=t gt

her Rez > § (0 > 0) yan diizleminde 0 a diizgiin yakinsar. Bu nedenle I'(z) fonksiyonu Re z > 0

IP(2) = fu(2)] <

bolgesinde holomorfiktir. Gamma fonksiyonunun bazi 6zellikleri agagidaki gibidir:

(i) T'(z + 1) = 2I'(2) dir.

Bu 6zellik kismi integrasyonla kolayca gosterilebilir.

(ii) I'(#) fonksiyonu z = 0, —1,—2, ... noktalarinda basit kutuplar1 olan C de meromorfik bir

fonksiyona genisletilebilir.
I'(z+1)

H(z) = .

fonksiyonu z = 0 da kutbu olan Re z > —1 de meromorfik bir fonksiyondur.

lim zH(z) #0

z—0
oldugundan, kutup noktasi basittir. Rezidiisii I'(1) = 1 dir. Hatta Rez > 0 igin H(z) = I'(2)
dir. Boylece I'(z), 2 = 0 da basit kutba sahip Re z > —1 de meromorfik olan fonksiyondur. (ii)

iddias1 bu gekilde devam ettirilerek gosterilebilir.

' e—1/1 _ p\y—1 _F(a:)T(y)
/0 t (1 t) dt_—F(:E—f—y)

(ili) z > 0,y > 0 igin

dir.
Ispat:



s = tv yazalim. Integrandlar pozitif oldugundan, integraller yer degistirebilir. Bu durumda
L(x)'(y) = / tr et dt/ ¥ le ™ du
0 0

o [e.e] U
— / Uy_l dv/ tﬂ?+y—1€—(1}+1)t dt t —
0 0 1+wv

= / p¥ dv/ u e (140) Y du
0 0

r o
= —+ _
(x y)/o (1 + ’U)I+y v

= T'(z+ y)/o s M1 —s)v "t ds (1)

elde edilir. Son ifade v = s7!(1 — s) yazilmasiyla bulunur. Boylece (iii) kamitlanmsg olur.

(iv) T(2)D(1 — 2) = —— dir.

SNz

(1) formiilinden 161. sayfadaki Ahstirma 3(g) deki yontemle (Ders #15)

—X

v
1+

dv

M) — z) = /Ooo

bulunur. Béylece meromorfik devamla (iv) kanitlanmig olur.
I'(z) fonksiyonunun kutuplar: sin 77z nin sifirlar ile sadelegtiginden, I'(1 — z) higbir zaman

0 olamaz. (iii) den z = x + iy olmak tizere, 0 < h < 5 icin

I'(z—h)(h !
I'(z) 0
1
= / (L=t "Mt dt
0
1 ! h—1 h—1
= - 1—t)*" —1(t" " dt
[ -
bulunur.
Integral isareti altinda h — 0 icin baskin yakinsaklik teoremi kullanilr. [%, 1} araliginda
integrand h < 7 i¢in diizgiin oldugundan sinirlama igin bir problem yoktur. [0, %] araliginda

(v = z — h — 1 olmak iizere)

(= —yiy < | B2



dir ve I'Hospital kuralindan |o| = |z —h — 1| < |z| + 2 dir ve yine integrand siirhdir. Bu

nedenle h — 0 iken

(z—h)I(h) _ 1+/1 (L= = 1] 1 dt + o(1)

elde edilir.
Sol yanda h = 0 noktasinda h — T'(z — h) i¢in Taylor agllimi1 ve h — T'(h) igin Laurent

agihmi kullanilirsa, { } ile I'(h) icin h = 0 merkezli Laurent serisi gosterilmek tizere

(F(Z)—hF’(z)+~--){1+A+Bh+-~-}

T(2) h

yazalim. Sag ve sol yandaki sabit terimler esitlenirse

I"(2) ! 1\ 41
= 1— (1=t )t dt—A
o /O (1- (-t >0
bulunur. ¢! = Z (1 —t)" yazilirsa,
n=0
1
/ la=-pt—@-py=t dat—A
0 n
. .. (1-t"(1-(1-1)>"1) i n g
olur. [ ] igindeki ifade - t ye esittir ve (1 —¢)" Kt ile simurhdir. Bu nedenle [ ve

> yer degistirebilir. Boylece

> /01 (1=t = (1=t dt— A

> 1 1 I — 1 1
=Y (s Am1e - ) -4
“ n+1 n+z z - n+1 n-+z

ve sonug olarak




bulunur. Bu ifade

1 c “\ -2 ;
= ? | | 1+ > n bit
T(z) ze 1 ( - e C = sabi

sonsuz ¢arpiminin logaritmik tiirevinden bagka birgey degildir.

z = 1 yazilirsa,
s 1 .
1=¢% 14+ = )en
e 1:[ ( + n) €
bulunur. Buradan

1=¢% lim ((N +1) 67(1+%+"'+%)>

—00

ve boylece

1 1
0=C+ lim (log(N+1)—1—2—---— —)=C-
+Ngr;o(0g( +1) 5 N) gl

bulunur. Bu durumda

C' = Euler sabiti v

cikar.



	Belge1
	lecture18_long2

