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Ders #16: Harmonik Fonksiyonlar
(Ders kitabinda 162-170. sayfalar yerine)

f7 f(z) dz ve f7 M dz + N dy bigimindeki integraller kitapta (s. 101) tamimlanmisg
olmasima ragmen dx,dy ve dz = dx + idy bigimindeki diferansiyel formlar heniiz tanim-
lanmadi (ve bu tanim oldukga hassastir), diferansiyel formlar (ss.162 — 170 ) olmadan

harmonik fonksiyonlar teorisini gelistirmeyi istiyoruz.

Tamm 1 Bir Q bolgesinde reel degerli u(z) = u(x,y) fonksiyonu, u € C? ve

u  J%*u B

R

denklemini saglyorsa, harmoniktir.
Holomorfik bir fonksiyon i¢in Cauchy-Riemann denklemleri agik bir bigimde holomorfik
fonksiyonun gercel ve sanal kisimlarimin harmonik oldugunu ifade eder. Tersi ancak €2

basit baglantil ise dogrudur.
Teorem 1 2 basit baglantily ve u reel degerli fonksiyonu Q da harmonik ise
u(z) = Re f(2)
olacak bigimde bir f(z) holomorfik fonksiyonu vardr.

Uyarn: Dikkat edilirse Q nan basit baglantile olmast kosulundan vazgegilemez. Ornegin,

u(z) = log |z| fonksiyonu C —{0} delikli diizleminde harmonik olmasina ragmen bir holo-

morfik fonksiyonun reel kisma olarak yazilamaz.

fspat:

g(z) = @—z@ = up + vy
ox dy

yazalim. Bu durumda

Ouq 9%u O’u  Oun
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olur. Cauchy-Riemann denklemlerinden ¢ nin holomorfik oldugu c¢ikar. s. 142 den, €2

basit baglantili oldugundan, bir f holomorfik fonksiyonu i¢in

yazilabilir.
f(z) =U(z,y) +iV(z,y)

yazilirsa, Cauchy-Riemann denklemlerinden

olur ve buradan

u(x,y) = U(z,y) + sabit

bulunur. Boylece

u(z) = Re f(2) + sabit

elde edilir. W

Sonug 1 (s. 134 deki (34) ile karsilagtirimz) u, Q da harmonik ve |z — z| < r

C Q ise

1 2m )
u(zg) = 5/0 u(zo + re’) df

dar.

Daha genel olarak, r; < |z — 29| < ry halkasal bolgesi €2 da kapsaniyor ise agagidaki

teoremi ifade edebiliriz:

Teorem 2 u, Q da harmonik ve {z : 11 < |z — 2| < ra} C Q ise, a ve [ reel sabitler

olmak {izere
1 2w .
Py u(zo + 7€) df = alogr + f3, r <1 <1y (1)
T Jo

dir.

Ispat: z —— u(zy + z) fonksiyonu harmoniktir, kutupsal koordinatlardaki Laplace

operatori
N\ = 8_2 + lg + ia_Q
S o0r2  ror r296?
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dir. (1) in sol tarafi V(r) ile gosterilirse,

PV 10V

orz ' ror =0

olur. Bu son ifade

biciminde yazlirsa ispat tamamlanmig olur. H

Poisson Formiilii

u, |z| <1 de harmonik olsun. f, |z] <1 de holomorfik olmak iizere
u=Re(f)

yazilabilir. Birim daireyi kendi {izerine resmeden

zZ+a

S(z) = (la] <1)

1+4az’

doniigiimiinii gozoniine alahm. Bu durumda, f o S holomorfiktir ve wo S ( f oS nin reel

kismi) harmoniktir. zo = 0 i¢in yukaridaki sonug kullamlirsa,

1 27 )
o) =u(S0) = - [ uls(e?) d
2m Jo
olur. Ote yandan
. e¥ +a ,
S(e'?) = R 0
() = Tzew =€
ve
i
e = S q
1 — aet

bulunur. Buradan ,
T . 0
pde ie" — la|” ie
do (1 — aei)?

veya
dp  ie? — a|*ie® 1 1—ae®
o (1-ae?)? i €’—a
L—|af
— 2
|eid — a]Z (2)



bulunur. Bu ise Poisson Formiiliinii (kitaptaki (63) numaral formiil) verir:

L[ dy 1 / 1—|af
ula) = — u(e") —df = — u(z) do.
(a) 27r/0 (e”) do 27 Ji=1 |z—a]2 (2)

Schwarz Teoremi

Teorem 2 (Schwarz Teoremi) U, |z| = 1 dzerinde parcaly siirekli bir reel fonksiyon

olsun ve onun Poisson integrali u(z) = Py(z)

u(a) 1A”iiiwww% a| <1 3)

T o \a—ew\Q

ile tanmamlansin. Bu takdirde u harmoniktir ve U, €0 da stirekli ise

lim u(z) = U(e'0)

z—€tP0

dir.

Ispat: ¢, = 0 varsayabiliriz.

1- |;|22 :Re<efw+z>
‘z—e’“P’ ew — z

oldugundan, u bir holomorfik fonksiyonun reel kismidir ve bu nedenle de harmoniktir.

(2) yardimiyla (3) formiilii

u(s0) =5 [ USE) dp

biciminde yazilabilir. a = tanh ¢ alinirsa, ¢ — oo i¢in

1 27
u(tanht) = U (

27 Jo
1 2

e + tanht
tanh tei + 1 v

— 1) d
— %) U (1) dy

= U@

bulunur. W



Sayfa 171 deki 5. problemin ¢éziimii

log |1 + z| fonksiyonu |z| < 1 iginde harmonik oldugundan, ortalama deger teore-
minden, r < 1 igin

1 [7 ,
—/ 10g}1+7‘e’9‘ df =logl =0 (4)
2 ) .

bulunur. Simdi

|10g }1 + TewH

fonksiyonunun bir integrallenebilir g(f) fonksiyonu ile sinirh oldugunu gosterelim. Baskin yakimsaklik

teoremi nedeniyle integral isareti altinda » — 1 iken limit alinirsa
!/ log |1+ €”| df =0 (5)

istenilen sonucu elde edilir.

Integrand log |1 + ew! fonksiyonu ¢ember iizerinde isaret degistirdiginden, cemberi

(—%’r, %’T) ve (%’T, %”) biciminde iki yaya ayiralim. Bu yaylar {izerinde sirasiyla

[1+e" >1
ve

1+ <1
dir. Ilk aralikta, cosf > —% oldugundan

3 , , 0 2 1
%S‘1+T619|§|1+620|ZQCOS§, |0|§§Ver2§
olur. Ikinci arahkta, § = 7 + ¢ yazlrsa, |¢| <  oldugundan, geometriden

2T 47
— <0< —
3 - — 3

1> }l—l—rei@‘ = ‘1 —Tei‘p‘ >1—cosp= 2COS2§,

goriiliir.

log

0 :
0055‘ integrallenebilir oldugundan, (6) ve (7) esitsizlikleri |log |1 + re®|| fonksi-
yonunun bir integrallenebilir ¢(#) fonksiyonu ile simirh oldugunu gosterir. Boylece (5)

saglanir.
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