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Ders #16: Harmonik Fonksiyonlar

(Ders kitab¬nda 162-170. sayfalar yerine)

R


f(z) dz ve

R


M dx + N dy biçimindeki integraller kitapta (s. 101) tan¬mlanm¬̧s

olmas¬na ra¼gmen dx; dy ve dz = dx + idy biçimindeki diferansiyel formlar henüz tan¬m-

lanmad¬ (ve bu tan¬m oldukça hassast¬r), diferansiyel formlar (ss.162 � 170 ) olmadan

harmonik fonksiyonlar teorisini geli̧stirmeyi istiyoruz.

Tan¬m 1 Bir 
 bölgesinde reel de¼gerli u(z) = u(x; y) fonksiyonu, u 2 C2 ve

@2u

@x2
+
@2u

@y2
= 0

denklemini sa¼gl¬yorsa, harmoniktir.

Holomor�k bir fonksiyon için Cauchy-Riemann denklemleri aç¬k bir biçimde holomor�k

fonksiyonun gerçel ve sanal k¬s¬mlar¬n¬n harmonik oldu¼gunu ifade eder. Tersi ancak 


basit ba¼glant¬l¬ise do¼grudur.

Teorem 1 
 basit ba¼glant¬l¬ve u reel de¼gerli fonksiyonu 
 da harmonik ise

u(z) = Re f(z)

olacak biçimde bir f(z) holomor�k fonksiyonu vard¬r.

Uyar¬: Dikkat edilirse 
 n¬n basit ba¼glant¬l¬olmas¬koşulundan vazgeçilemez. Örne¼gin,

u(z) = log jzj fonksiyonu C�f0g delikli düzleminde harmonik olmas¬na ra¼gmen bir holo-

mor�k fonksiyonun reel k¬sm¬olarak yaz¬lamaz.

·Ispat:

g(z) =
@u

@x
� i@u
@y
= u1 + iv1

yazal¬m. Bu durumda

@u1
@x

=
@2u

@x2
= �@

2u

@y2
=
@v1
@y
;

@u1
@y

=
@2u

@x@y
= �@v1

@x
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olur. Cauchy-Riemann denklemlerinden g nin holomor�k oldu¼gu ç¬kar. s. 142 den, 


basit ba¼glant¬l¬oldu¼gundan, bir f holomor�k fonksiyonu için

g(z) = f 0(z)

yaz¬labilir.

f(z) = U(x; y) + iV (x; y)

yaz¬l¬rsa, Cauchy-Riemann denklemlerinden

g(z) = f 0(z) =
@U

@x
� i@V

@y

olur ve buradan

u(x; y) = U(x; y) + sabit

bulunur. Böylece

u(z) = Re f(z) + sabit

elde edilir. �

Sonuç 1 (s. 134 deki (34) ile kaŗs¬laşt¬r¬n¬z) u; 
 da harmonik ve jz � z0j � r

� 
 ise

u(z0) =
1

2�

Z 2�

0

u(z0 + re
i�) d�

d¬r.

Daha genel olarak, r1 � jz � z0j � r2 halkasal bölgesi 
 da kapsan¬yor ise aşa¼g¬daki

teoremi ifade edebiliriz:

Teorem 2 u; 
 da harmonik ve fz : r1 � jz � z0j � r2g � 
 ise, � ve � reel sabitler

olmak üzere
1

2�

Z 2�

0

u(z0 + re
i�) d� = � log r + �; r1 � r � r2 (1)

dir.

·Ispat: z 7�! u(z0 + z) fonksiyonu harmoniktir, kutupsal koordinatlardaki Laplace

operatörü

4 =
@2

@r2
+
1

r

@

@r
+
1

r2
@2

@�2
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dir. (1) in sol taraf¬V (r) ile gösterilirse,

@2V

@r2
+
1

r

@V

@r
= 0

olur. Bu son ifade
@

@r

�
r
@V

@r

�
= 0

biçiminde yazl¬rsa ispat tamamlanm¬̧s olur. �

Poisson Formülü
u; jzj � 1 de harmonik olsun. f; jzj � 1 de holomor�k olmak üzere

u = Re(f)

yaz¬labilir. Birim daireyi kendi üzerine resmeden

S(z) =
z + a

1 + az
; (jaj < 1)

dönüşümünü gözönüne alal¬m. Bu durumda, f � S holomor�ktir ve u � S ( f � S nin reel

k¬sm¬) harmoniktir. z0 = 0 için yukar¬daki sonuç kullan¬l¬rsa,

u(a) = u(S(0)) =
1

2�

Z 2�

0

u(S(ei') d'

olur. Öte yandan

S(ei') =
ei' + a

1 + aei'
= ei�

ve

ei' =
ei� � a
1� aei�

bulunur. Buradan

iei'
d'

d�
=
iei� � jaj2 iei�

(1� aei�)2

veya

d'

d�
=

iei� � jaj2 iei�

(1� aei�)2
� 1
i
� 1� ae

i�

ei� � a

=
1� jaj2

jei� � aj2
(2)
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bulunur. Bu ise Poisson Formülünü (kitaptaki (63) numaral¬formül) verir:

u(a) =
1

2�

Z 2�

0

u(ei�)
d'

d�
d� =

1

2�

Z
jzj=1

1� jaj2

jz � aj2
u(z) d�:

Schwarz Teoremi

Teorem 2 (Schwarz Teoremi) U; jzj = 1 üzerinde parçal¬sürekli bir reel fonksiyon

olsun ve onun Poisson integrali u(z) = PU(z)

u(a) =
1

2�

Z 2�

0

1� jaj2

ja� ei'j2
U(ei') d'; jaj < 1 (3)

ile tan¬mlans¬n. Bu takdirde u harmoniktir ve U , ei'0 da sürekli ise

lim
z!ei'0

u(z) = U(ei'0)

dir.

·Ispat: '0 = 0 varsayabiliriz.

1� jzj2

jz � ei'j2
= Re

�
ei' + z

ei' � z

�
oldu¼gundan, u bir holomor�k fonksiyonun reel k¬sm¬d¬r ve bu nedenle de harmoniktir.

(2) yard¬m¬yla (3) formülü

u(S(0)) =
1

2�

Z 2�

0

U(S(ei')) d'

biçiminde yaz¬labilir. a = tanh t al¬n¬rsa, t!1 için

u(tanh t) =
1

2�

Z 2�

0

U

�
ei' + tanh t

tanh tei' + 1

�
d'

�! 1

2�

Z 2�

0

U (1) d'

= U(1)

bulunur. �
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Sayfa 171 deki 5. problemin çözümü

log j1 + zj fonksiyonu jzj < 1 içinde harmonik oldu¼gundan, ortalama de¼ger teore-

minden, r < 1 için
1

2�

Z �

��
log
��1 + rei��� d� = log 1 = 0 (4)

bulunur. Şimdi ��log ��1 + rei�����
fonksiyonunun bir integrallenebilir g(�) fonksiyonu ile s¬n¬rl¬oldu¼gunu gösterelim. Bask¬n yak¬nsakl¬k

teoremi nedeniyle integral i̧sareti alt¬nda r ! 1 iken limit al¬n¬rsaZ �

��
log
��1 + ei��� d� = 0 (5)

istenilen sonucu elde edilir.

·Integrand log
��1 + ei��� fonksiyonu çember üzerinde i̧saret de¼gi̧stirdi¼ginden, çemberi�

�2�
3
; 2�
3

�
ve
�
2�
3
; 4�
3

�
biçiminde iki yaya ay¬ral¬m. Bu yaylar üzerinde s¬ras¬yla

��1 + ei��� � 1
ve ��1 + ei��� � 1
dir. ·Ilk aral¬kta, cos � � �1

2
oldu¼gundan

p
3

2
�
��1 + rei��� � ��1 + ei��� = 2 cos �

2
; j�j � 2�

3
ve r � 1

2
(6)

olur. ·Ikinci aral¬kta, � = � + ' yaz¬l¬rsa, j'j � �
3
oldu¼gundan, geometriden

1 �
��1 + rei��� = ��1� rei'�� � 1� cos' = 2 cos2 �

2
;

2�

3
� � � 4�

3
(7)

görülür.

log

����cos �2
���� integrallenebilir oldu¼gundan, (6) ve (7) eşitsizlikleri ��log ��1 + rei����� fonksi-

yonunun bir integrallenebilir g(�) fonksiyonu ile s¬n¬rl¬ oldu¼gunu gösterir. Böylece (5)

sa¼glan¬r.
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