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Ders #15: Çevre Üzerindeki ·Integraller ve Uygulamalar¬

(Ders kitab¬nda 154-161 sayfalar)

Ders #15 ile ilgili uyar¬lar

4. ve 5. bölümlerde (ss. 154 � 160) logaritman¬n kullan¬m¬yla ilgili olarak baz¬

aç¬klamalar gereklidir.

Sayfa 159 daki 4. problemin çözümü

·Ispat için önemli olan

(�z)2� = e2�i�z2�

formülü bir aç¬klama hak ediyor.

� < arg� z < � + 2�

olmak üzere C� l� bölgesinde (düzlemden l� ¬̧s¬n¬n¬n

ç¬kar¬lmas¬yla elde edilen bölge)

log� z = log jzj+ i arg� z

fonksiyonunu gözönüne alal¬m:

Z 1

0

x�R(x)dx

integralini hesaplamak için C den negatif reel eksenin ç¬kar¬lmas¬yla elde edilen bölgede

log��
2
(z) fonksiyonunu gözönüne alal¬m ve Şekil 4.13 teki yol üzerinde Rezidü teoremini

uygulayal¬m: Ders kitab¬nda oldu¼gu gibiZ 1

�1
z2�+1R(z2)dz =

Z 1

0

�
z2�+1 + (�z)2�+1

�
R(z2)dz

integrali bulunur.
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Sa¼g tarafta z 2 (0;1) ve

log��
2
(z) = log jzj+

�
��
2
+
�

2

�
i; ��

2
< arg��

2
z <

3�

2

log��
2
(�z) = log jzj+

�
��
2
+
3�

2

�
i

= log��
2
(z) + i�; z > 0

dir. Böylece z > 0 için,

(�z)2�+1 = e
(2�+1) log��

2
(�z)

= e
(2�+1)

�
log��

2
jzj+i�

�

= �e2�i�z2�+1

oldu¼gundan, sa¼g taraftaki integral

�
1� e2�i�

� Z 1

0

z2�+1R(z2)dz

olur.

z > 0 için yukar¬daki ifadeden

log��
2
(z) = log jzj

bulunur ve bu nedenle de

1

2�i

Z 1

�1
z2�+1R(z2)dz =

1

2�i

�
1� e2�i�

� Z 1

0

x2�+1R(x2)dx

= � 1
�
e��i sin ��

Z 1

0

x2�+1R(x2)dx (1)

olur. (1) in sol taraf¬

z2�+1R(z2) = f(z)

fonksiyonunun üst yar¬düzlemdeki rezidülerinin toplam¬d¬r. Burada g ve h holomor�k

fonksiyonlar, g(a) 6= 0 ve h(z) nin z = a da basit s¬f¬r¬olmak üzere

R(z2) =
g(z)

h(z)
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biçiminde ise

z2�+1 = e
(2�+1) log��

2
(z)

için

Res z=af(z) = z
(2�+1)(a)

g(a)

h0(a)
(2)

bulunur.

Örnek: Sayfa 161 deki Al¬̧st¬rma 3(g)

Z 1

0

x
1
3
dx

1 + x2

integralini hesaplamak için x = t2 yazal¬m.Z 1

�1
z
5
3
dz

1 + z4

olur. Üst yar¬düzlemdeki kutup noktalar¬

z = ei
�
4 ve z = ei(

�
4
+�
2 )

dir. Rezidüleri hesaplamak için (2) yi kullanal¬m:

Res
z=ei

�
4

�
z
5
3

1

1 + z4

�
= z

5
3 (ei

�
4 )

1

4
�
ei

�
4

�3
= e

5
3
log��

2
(ei

�
4 ) 1

4
�
ei

�
4

�3
= e

5
3
(i�
4
) 1

4
�
ei

�
4

�3
=

1

4
e�i

�
3

ve

Res
z=ei

3�
4

�
z
5
3

1

1 + z4

�
= z

5
3 (ei

3�
4 )

1

4
�
ei

3�
4

�3
= e

5
3
log��

2
(e
i(��

2 +
5�
4 )) 1

4
�
ei

3�
4

�3
=

1

4
e�i�
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bulunur. Böylece (1) den

1

4
e�i

�
3 +

1

4
e�i� = � 1

�
e
1
3
�i sin

�

3

Z 1

0

x
5
3
dx

1 + x4

ve sonuç olarak Z 1

0

x
5
3
dx

1 + x4
=

�

2
p
3

bulunur.

Sayfa 160 daki Örnek 5

Logaritman¬n belirli bir dal¬seçildi¼ginden, Sayfa 160 daki son dört cümle biraz yan¬lt¬c¬d¬r.

Bu nedenle Z �

0

Log(�2ieix sin x) dx = 0

denkleminden sonraki ispat¬n devam¬aşa¼g¬daki gibidir:

Ders #2 den

Log (z1z2) = Log(z1) + Log(z2); �� < Arg(z1) + Arg(z2) < � (3)

oldu¼gunu biliyoruz.

Bunu z = 2 sinx için kullan¬rsak,Z �

0

log(2 sinx) dx+

Z �

0

Log(�ieix) dx = 0 (4)

buluruz. Fakat ��
2
+ x 2 (��; �) oldu¼gundan

Log(�i) = ��i
2
; Logeix = ix (0 < x < �)

dir ve (3) den

Log
�
�ieix

�
= ��i

2
+ ix

ç¬kar. Bu halde (4) eşitli¼gindenZ �

0

log sin � d� = �� log 2

elde edilir.
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