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Ders #14: Rezidü Teoremi ve Uygulamalar¬

(Ders kitab¬ndaki 148-154. sayfalar yerine)


 kompleks düzlemde bir bölge ve a 2 
 olsun. f(z) fonksiyonu 
0 = 
 � a içinde

holomor�k olsun.

Tan¬m 1. C; a merkezli 
 da kapsanan herhangi bir çemberi göstermek üzere f

fonksiyonunun z = a daki rezidüsü

R = Resz=a f(z)
4
=

1

2�i

Z
C

f(z) dz

ile tan¬mlan¬r.

E¼ger C 0; a merkezli ve 
 da kapsanan başka bir çember

ise halkasal bölge için Cauchy Teoremi

Resz=a f(z)

nün, C nin seçiminden ba¼g¬ms¬z oldu¼gunu gösterir. Yuka-

r¬daki tan¬m¬n, ders kitab¬sayfa 149. daki Tan¬m 3. e

denk oldu¼gu gösterilebilir. Fakat, bunu burada gösterme-

yece¼giz.

Ders kitab¬sayfa 150 deki Teorem 17 yerine aşa¼g¬daki teoremi kan¬tlayal¬m:

Teorem 170. f bir 
 bölgesinde aj ayr¬k tekil noktalar¬d¬̧s¬nda analitik olsun. 
; içi


 da kapsanan basit kapal¬bir e¼gri ve aj =2 
 (her j için) olsun. Bu durumda,

1

2�i

Z



f(z) dz =
X
j

Resz=a f(z)

dir.
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·Ispat :


 ve içinin kompaktl¬¼g¬ndan yukar¬daki toplam sonludur. Basitlik için, 
 içindeki tekil

noktalar a1; a2 olsun.


 n¬n d¬̧s¬ba¼glant¬l¬d¬r. a1 ve a2 yi kapsayan

D1 ve D2 disklerini al¬r ve bunlar¬n s¬n¬rlar¬n¬,

Şekil 14.3 teki gibi, "köprülerle" 
 ya birleşti-

rirsek 
 içinde kalan k¬s¬m basit ba¼glant¬l¬olur

(bütünleyeni ba¼glant¬l¬d¬r). Böylece, bu bölge-

nin s¬n¬r¬üzerindeki integral 0 olur.

Köprülerin geni̧sli¼gini 0 a yaklaşt¬r¬l¬rsa, teorem kan¬tlanm¬̧s olur. �
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Rezidülerin Hesab¬

1. E¼ger

lim
z!a

f(z)(z � a)

var ve sonlu ise, bu Resz=a f(z) ye eşittir.

Gerçekten z = a noktas¬f(z) nin bir kutup noktas¬d¬r, bu nedenle

f(z) = Bh(z � a)�h + � � �+B1(z � a)�1 + '(z); Bh 6= 0

biçimindedir. O halde
1

2�i

Z
C

f(z) dz = B1

dir. Yukar¬daki singüler k¬s¬m

(z � a)�h
�
Bh +Bh�1(z � a) + � � �+B1(z � a)h�1

�
ye eşittir ve limitin sonlulu¼gundan h � 1 ç¬kar.

2: g(a) 6= 0 ve h(z) de z = a da basit s¬f¬r¬olan bir fonksiyon olmak üzere, f(z) =
g(z)

h(z)
biçiminde ise,

Resz=a f(z) =
g(a)

h0(a)

d¬r.

Gerçekten,

lim
z!a

f(z)(z � a) = lim
z!a

g(z)
1

h(z)� h(a)

z � a

=
g(a)

h0(a)

bulunur.

3: E¼ger f nin h:¬nc¬mertebeden bir kutbu varsa

Resz=a f(z) =
1

(h� 1)!

�
dh�1

dzh�1
(z � a)hf(z)

�
z=a

d¬r.

Gerçekten g; z = a da holomorf olmak üzere

f(z) = (z � a)�hg(z)
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yaz¬labilir. Bu nedenle

g(h�1)(a) = (h� 1)! 1
2�i

Z
C

g(z)

(z � a)h
dz = (h� 1)! Resz=a f(z)

olur.

Örnek: (Ders kitab¬ndaki 151. sayfa)

f(z) =
ez

(z � a)2
=) Resz=a f(z) =

�
d

dz
ez
�
z=a

= ea

bulunur.
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Uygulama: Argüman Prensibi.

Teorem 18�
 � 
 içi 
 da kapsanan basit kapal¬bir e¼gri ve f; 
 da meromorf olsun.


 n¬n f nin s¬f¬r yerlerinden ve kutuplar¬ndan geçmedi¼gini varsayal¬m. Bu durumda

1

2�i

Z



f 0(z)

f(z)
dz = N � P

dir. Burada, N ve P katl¬l¬klar¬ ile birlikte f nin 
 içindeki s¬f¬rlar¬n¬n ve kutuplar¬n¬n

say¬s¬d¬r.

·Ispat: Teorem 17�den, integralin de¼geri
f 0(z)

f(z)
nin rezidülerinin toplam¬na eşittir.

z = a, f nin h.¬nc¬mertebeden s¬f¬r noktas¬ise

f(z) = (z � a)hfh(z); fh(a) 6= 0

yaz¬labilir ve
f 0(z)

f(z)
=

h

z � a
+
f 0h(z)

fh(z)
=) Resz=a

f 0(z)

f(z)
= h

olur.

z = b, f nin k.¬nc¬mertebeden kutup noktas¬ise, benzer biçimde

f 0(z)

f(z)
=

�k
z � b

+
f 0h(z)

fh(z)
=) Resz=b

f 0(z)

f(z)
= �k

bulunur. Böylece Teorem 17�den istenilen sonuç elde edilir.

Sonuç 1 (Rouche Teoremi) f ve g bir 
 bölgesinde holomorf olsun. 
 � 
 içi 


da kapsanan basit kapal¬bir e¼gri olsun. 
 üzerinde

jf(z)� g(z)j < jf(z)j

oldu¼gunu varsayal¬m. Bu durumda, f ve g nin 
 içindeki s¬f¬r yerlerinin say¬s¬, Nf ve Ng;

ayn¬d¬r.

·Ispat: (Ders kitab¬nda f ve g nin ortak s¬f¬rlar¬n¬n olmas¬ durumu dikkate al¬n-

mam¬̧st¬r.) Eşitsizlikten, f ve g nin 
 üzerinde s¬f¬rlar¬olmad¬¼g¬ç¬kar.

 (z) =
g(z)

f(z)
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denirse, 
 üzerinde

j (z)� 1j < 1

olur. Böylece, � =  (
) e¼grisi j� � 1j < 1 diski içindedir. Bu nedenle

1

2�i

Z



 0(z)

 (z)
dz =

Z
�

d�

�
= n(�; 0) = 0 (ders kitab¬116. sayfa)

olur. Buradan

Ng =
1

2�i

Z



g0(z)

g(z)
dz

=
1

2�i

Z



 0f +  f 0

 f
dz

=
1

2�i

Z



 0(z)

 (z)
dz +

1

2�i

Z



f 0(z)

f(z)
dz

= Nf

bulunur. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.

154. Sayfadaki 2. Al¬̧st¬rman¬n çözümü

·Ilk olarak 
 : jzj = 2 ve sonra 
 : jzj = 1 üzerinde Rouche teoremini iki kez kullanal¬m:


 : jzj = 2 için, f(z) = z4 ve g(z) = z4 � 6z + 3 alal¬m.


 : jzj = 1 için, f(z) = �6z ve g(z) = z4 � 6z + 3 alal¬m.
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