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Ders #14: Rezidii Teoremi ve Uygulamalar:
(Ders kitabindaki 148-154. sayfalar yerine)

Q2 kompleks diizlemde bir bolge ve a € Q olsun. f(z) fonksiyonu ' =  — a iginde

holomorfik olsun.

Tanim 1. C) a merkezli ) da kapsanan herhangi bir cemberi gostermek iizere f

fonksiyonunun z = a daki rezidiisii

ile tanumlanir.

Eger C', a merkezli ve 2 da kapsanan bagka bir ¢cember
C ise halkasal bolge i¢in Cauchy Teoremi
Res.—, f(2)
niin, C' nin se¢iminden bagimsiz oldugunu gosterir. Yuka-
ridaki tanimin, ders kitabi sayfa 149. daki Tanim 3. e
denk oldugu gosterilebilir. Fakat, bunu burada gosterme-

yecegiz.

Ders kitab1 sayfa 150 deki Teorem 17 yerine agagidaki teoremi kanitlayalim:

Teorem 17'. f bir ) bolgesinde a; ayrik tekil noktalar: diginda analitik olsun. =, igi

(2 da kapsanan basit kapali bir egri ve a; ¢ v (her j i¢in) olsun. Bu durumda,

1

57 L f(z) dz = ; Res,—, f(2)

dir.



fspat:

~ ve i¢inin kompakthgindan yukaridaki toplam sonludur. Basitlik icin, v icindeki tekil

noktalar aq, as olsun.

~v nin dig1 baglantilidir. a; ve ay yi kapsayan
Dy ve Dy disklerini alir ve bunlarin sinirlarini,

Sekil 14.3 teki gibi, "kopriilerle" v ya birlegti-
rirsek 7 icinde kalan kisim basit baglantili olur
(biitiinleyeni baglantilidir). Boylece, bu bolge-

nin siir1 {izerindeki integral 0 olur.

Kopriilerin genigligini 0 a yaklagtirilirsa, teorem kanitlanmig olur. Hl



Rezidiilerin Hesabi

1. Eger
lim f(2)(z — a)

var ve sonlu ise, bu Res,—, f(2) ye egittir.
Gergekten z = a noktas1 f(z) nin bir kutup noktasidir, bu nedenle
f(z)=Bu(z—=a) "+ +Bi(z—a) " +¢(2), By#0
bi¢imindedir. O halde

1
211

/C f(2) dz = By

dir. Yukaridaki singiiler kisim
(z—a)™" (Bh +Bp1(z—a)+ -+ Bi(z — a)hfl)
ye esittir ve limitin sonlulugundan / < 1 ¢ikar.

2. g(a) # 0 ve h(z) de z = a da basit sifirr olan bir fonksiyon olmak tzere, f(z) = ===

biciminde ise,

Res.—, f(z) = 9(a)

h'(a)
dar.
Gergekten,
, L 1 _ g(a)
fm f(=2)(z —a) = m9() 7y =5y = wia)
z—a
bulunur.

3. Eger f min h.inci mertebeden bir kutbu varsa

Resooa /(2) = gy { gores e~ 079}

dur.

Gercekten g, z = a da holomorf olmak iizere

f(2) = (z—a)"g()

3



yazilabilir. Bu nedenle

h—1 _ 1 9(2) _
g"V(a) = (h- 1)!%/0 G—a) dz = (h — 1) Res,—, f(2)

olur.

Ornek: (Ders kitabindaki 151. sayfa)

z

f(z) = c 5 = Res.—, f(2) = (iez) = e’

(z—a) dz

bulunur.



Uygulama: Argiiman Prensibi.

Teorem 18’ v C Q i¢i ) da kapsanan basit kapaly bir egri ve f, € da meromorf olsun.

v mn f nin sifir yerlerinden ve kutuplarndan gegmedigini varsayalim. Bu durumda
1 [ f(z)
2mi ), f(2)

dir. Burada, N ve P kathliklar: ile birlikte f nin v i¢indeki sifirlarnin ve kutuplarinin

dz=N-P

saysidar.
!/

(
f(2)

z = a, f nin h.nci mertebeden sifir noktasi ise

Ispat: Teorem 17’ den, integralin degeri nin rezidiilerinin toplamina esittir.

f(2) = (z—a)" fa(2), fu(a) #0

yazilabilir ve
f'(2)

e bR £(2)
- )

CEETARTC) =h

— Res,—,

olur.

z = b, f nin k.ancit mertebeden kutup noktasi ise, benzer bicimde

PGk RG) o )
i) b RGN

bulunur. Boylece Teorem 17’ den istenilen sonug elde edilir.

Sonug 1 (Rouche Teoremi) f ve g bir Q2 bolgesinde holomorf olsun. v C Q ig¢i

da kapsanan basit kapalr bir egri olsun. v tizerinde

F(z) = 9(2)| < |f(2)|

oldugunu varsayalim. Bu durumda, f ve g nin v icindeki sifir yerlerinin sayisi, Ny ve N,

aynidir.

Ispat: (Ders kitabinda f ve g nin ortak sifirlarinin olmasi durumu dikkate alin-

mamistir.) Esitsizlikten, f ve g nin v iizerinde sifirlar1 olmadig1 ¢ikar.



denirse, v tizerinde
[¥(z) —1] <1

olur. Boylece, I' = 1(7y) egrisi | — 1| < 1 diski igindedir. Bu nedenle

1), [ - |
omi |, 0(z) dz —/F c n(l,0) =0 (ders kitab1 116. sayfa)

olur. Buradan

L[4
N, = —
27 9(2) dz

L [ f+af

= ——dz

27 )., Uf
B RN
- WGt TG

ol

= N [
bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

154. Sayfadaki 2. Alistirmanin ¢oziimii

[k olarak 7 : |z| = 2 ve sonra « : |2| = 1 iizerinde Rouche teoremini iki kez kullanalim:

v :lz] = 2icin, f(2) = 2* ve g(z) = 2% — 62 + 3 alahm.

v :lz| = 1igin, f(z) = —62 ve g(z) = 2* — 62 + 3 alalm.
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