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Ders #13: Genelleştirilmi̧s Cauchy Teoremi

(Ders kitab¬ndaki 137-148. sayfalar yerine)

Burada Cauchy Teoreminin genel biçiminin k¬sa bir kan¬t¬verilecektir. (bkz. John D.

Dixon, A brief proof of Cauchy�s integral theorem, Proc. Amer. Math. Soc. 29, (1971),

625-626.)

Tan¬m 1 Bir 
 aç¬k kümesi içindeki bir 
 kapal¬e¼grisi için

n(
; a) = 0 (8a =2 
)

gerçekleniyor ise, 
 kapal¬ e¼grisine 
 ya göre 0 a homologdur denir (k¬saca 
 � 0

yaz¬l¬r).

Tan¬m 2 Genişletilmiş düzleme göre bütünleyeni ba¼glant¬l¬ olan bir bölgeye basit

ba¼glant¬l¬d¬r denir.

Uyar¬: 
 basit ba¼glant¬l¬ve 
 � 
 kapal¬ise 
 ya göre 
 � 0 dir. Asl¬nda 
� 
 n¬n

her bileşeninde n(
; z) sabittir ve bu nedenle yeterince büyük z ler için n(
; z) = 0 d¬r.

Teorem 1 (Cauchy Teoremi) f bir 
 aç¬k kümesi içinde analitik ise 
 � 0 olacak

biçimdeki her kapal¬ 
 � 
 e¼grisi içinZ



f(z) dz = 0

d¬r. Özel olarak, 
 basit ba¼glant¬l¬ise her kapal¬ 
 � 
 için
R


f(z) dz = 0 d¬r.

·Ilk olarak aşa¼g¬daki teoremi kan¬tlayal¬m.

Teorem 2 (Cauchy ·Integral Formülü) f fonksiyonu bir 
 aç¬k kümesi içinde

holomor�k olsun. Bu durumda, 
 ya göre 
 � 0 olmak üzere

n(
; z)f(z) =
1

2�i

Z



f(�)

� � z d� (1)

d¬r.

1



·Ispat: ·Ispat aşa¼g¬daki üç iddiaya dayanmaktad¬r.


� 
 üzerinde g(z; �) fonksiyonunu

g(z; �) =

8>><>>:
f(�)� f(z)
� � z ; z 6= �

f 0(z) ; z = �

biçiminde tan¬mlayal¬m.

·Iddia 1: g fonksiyonu 
 � 
 üzerinde süreklidir, her de¼gişken için holomorftur ve

g(z; �) = g(�; z) dir.

Apaç¬k biçimde, g fonksiyonu 
 � 
 içindeki köşegenin d¬̧s¬nda süreklidir. (z0;z0)

köşegen üzerindeki bir nokta ve D � 
; z0 merkezli bir daire olsun. D de z 6= � olsun.

Teorem 8 (s. 125) nedeniyle

g(z; �)� g(z0;z0) = f 0(�) +
1

2
f2(z)(z � �)� f 0(z0)

olur. Bu nedenle (z0; z0) noktas¬ndaki süreklilik aç¬kt¬r.

Holomor�k oluşu iddias¬için, her �0 2 
 için

z 7! g(z; �0)

fonksiyonunun 
� �0 da holomor�kli¼gi aç¬kt¬r.

lim
z!�0

g(z; �0)(z � �0) = 0

oldu¼gundan �0 noktas¬kald¬r¬labilir tekil noktad¬r (Teorem 7, s. 124). Böylece

z 7! g(z; �0)

fonksiyonu gerçekten 
 da holomor�ktir. Böylece ·Iddia 1) kan¬tlanm¬̧s olur.


0 = fz 2 C� (
) : n(
; z) = 0g

olsun. C üzerinde bir h fonksiyonunu aşa¼g¬daki biçimde tan¬mlayal¬m:

h(z) =
1

2�i

Z



g(z; �) d�; z 2 
; (2)
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h(z) =
1

2�i

Z



f(�)

z � � d�; z 2 
0: (3)

Her iki ifade de 
 \ 
0 üzerinde ayn¬ oldu¼gundan ve ayr¬ca 
 \ 
0 = C oldu¼gundan,

yukar¬daki tan¬m geçerli bir tan¬md¬r.

·Iddia 2: h fonksiyonu holomor�ktir.


0 ve 
 � 
 aç¬k kümeleri üzerinde iddian¬n do¼grulu¼gu aç¬kt¬r. z0 2 
 noktas¬nda

holomorf oldu¼gunu göstermek için z0 merkezli D � 
 dairesini gözönüne alal¬m. �; D de

herhangi bir kapal¬e¼gri olsun. Bu halde,Z
�

h(z) dz =
1

2�i

Z
�

�Z



g(z; �) d�

�
dz

=
1

2�i

Z



�Z
�

g(z; �) dz

�
d�

olur. Her � için

z 7! g(z; �)

fonksiyonu D üzerinde (hatta 
 üzerinde) holomor�ktir. Daireler için Cauchy teoremi

nedeniyle Z
�

g(z; �) dz = 0

olur. Morera Teoreminden h n¬n holomor�k oldu¼gu ç¬kar.

·Iddia 3: h � 0 d¬r ve böylece (1) geçerlidir

Yeterince büyük jzj için z 2 
0 dir. Bu nedenle (3) ten

lim
z!1

h(z) = 0

bulunur. Liouville Teoreminden, h � 0 ç¬kar. �

Teorem 1 in ispat¬: Cauchy Teoremini ç¬karmak için, z0 2 
� 
 olsun ve

F (z) = (z � z0)f(z)
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yazal¬m. (1) eşitli¼ginden,

1

2�i

Z



f(z) dz =
1

2�i

Z



F (z)

z � z0
dz

= n(
; z0)F (z0)

= 0

bulunur. �

Son olarak şunu not edelim: 142. sayfadaki Sonuç 2 Cauchy Teoreminin do¼grudan bir

sonucudur.
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