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Bu materyallerden alint1 yapmak veya Kullanim Sartlar1 hakkinda bilgi almak i¢in

http://ocw.mit.edu/terms ve http://tuba.acikders.org.tr sitesini ziyaret ediniz.




Ders #13: Genellegtirilmis Cauchy Teoremi
(Ders kitabindaki 137-148. sayfalar yerine)

Burada Cauchy Teoreminin genel bigiminin kisa bir kanit1 verilecektir. (bkz. John D.
Dixon, A brief proof of Cauchy’s integral theorem, Proc. Amer. Math. Soc. 29, (1971),
625-626.)

Tamim 1 Bir Q agik kiimesi i¢indeki bir v kapaly egrisi i¢in
n(y,a)=0  (Va ¢ Q)

gercekleniyor ise, v kapalr egrisine ) ya gore 0 a homologdur denir (kisaca v ~ 0

yazilir).

Tanim 2 Genigletilmis diizleme gore biitiinleyeni baglantily olan bir bolgeye basit

baglantiladir denir.

Uyari:  basit baglantili ve v C ) kapali ise 2 ya gore v ~ 0 dir. Aslinda 2 —~ nin

her bilegeninde n(vy, z) sabittir ve bu nedenle yeterince biiyiik z ler i¢in n(v, z) = 0 dir.

Teorem 1 (Cauchy Teoremi) [ bir Q a¢ik kiimesi icinde analitik ise v ~ 0 olacak

bicimdeki her kapal v C Q) egrisi i¢in

[y f(z)dz=0

dur. Ozel olarak, Q basit baglantil ise her kapals v C § igin f7 f(z) dz=0 dur.

[k olarak asagidaki teoremi kanitlayalim.

Teorem 2 (Cauchy Integral Formiilii) f fonksiyonu bir Q acik kiimesi i¢inde

holomorfik olsun. Bu durumda, ) ya gore v ~ 0 olmak tizere

i 2)(0) = 5 [ 2L g m

dur.



Ispat: Ispat asagidaki iic iddiaya dayanmaktadir.

Q2 x Q iizerinde ¢(z, () fonksiyonunu

1O-16) .
9(2,¢) = (-2
f'(2) 2=

bi¢iminde tanimlayalim.

Iddia 1: g fonksiyonu Q x Q tzerinde sireklidir, her degisken icin holomorftur ve
9(.0) = (¢, 2) dir.

Apacik bigimde, ¢ fonksiyonu Q2 x € igindeki kosegenin diginda siireklidir. (2 2o)
kogegen iizerindeki bir nokta ve D C ), zy merkezli bir daire olsun. D de z # ( olsun.

Teorem 8 (s. 125) nedeniyle

9(2,0) = 9(z0.0) = £1(Q) + 3 ()2 = ) = (z0)

olur. Bu nedenle (2, zp) noktasindaki siireklilik agiktr.

Holomorfik olugu iddiasi i¢in, her ¢, € 2 icin

z = g(’z?CO)

fonksiyonunun 2 — ¢, da holomorfikligi agiktir.

lim g(z,(o)(2 — (o) =0

z—(g

oldugundan (, noktas1 kaldirilabilir tekil noktadir (Teorem 7, s. 124). Boylece

2 9(2,6o)

fonksiyonu gercekten © da holomorfiktir. Boylece Iddia 1) kanitlanmis olur.

Y={2€C—(7):n(y,2) =0}
olsun. C iizerinde bir h fonksiyonunu asagidaki bicimde tanimlayalim:

W) = — / 9(2,0) dC, e (2)
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w1 [ 1O

2w 4 Z2—C

dc, ze. (3)

Her iki ifade de 2 N Q' iizerinde ayni oldugundan ve ayrica 2 N €Y = C oldugundan,

yukaridaki tanim gegerli bir tanimdir.

Iddia 2: h fonksiyonu holomorfiktir.
Q' ve Q0 — v acgik kiimeleri iizerinde iddianin dogrulugu agiktir. 2z, € 7 noktasinda
holomorf oldugunu gostermek icin zy merkezli D C €2 dairesini gozoniine alalim. §, D de

herhangi bir kapali egri olsun. Bu halde,

/6h(z) iz = 2% 5 <[, 4(2.0) dg) i
_ % 7 (/59(,2, )dz) dc

2 9(z,0)

olur. Her ( icin

fonksiyonu D iizerinde (hatta € iizerinde) holomorfiktir. Daireler i¢gin Cauchy teoremi

nedeniyle
/ 9(2,¢) dz =0
5

olur. Morera Teoreminden A nin holomorfik oldugu cikar.

Iddia 3: h =0 dur ve boylece (1) gecerlidir
Yeterince biiyiik |2| i¢in z € Q' dir. Bu nedenle (3) ten
lim h(z) =0

bulunur. Liouville Teoreminden, h = 0 ¢ikar. B

Teorem 1 in ispatr: Cauchy Teoremini gikarmak icin, 2y € € — v olsun ve

F(z) = (z — 20)f(2)



yazalim. (1) esitliginden,

%/ f(z)dz = %/ —ZF—(Zz)O dz
= n(v,20)F(20)

=0
bulunur. B

Son olarak sunu not edelim: 142. sayfadaki Sonug¢ 2 Cauchy Teoreminin dogrudan bir

sonucudur.
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