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Ders #12: Yerel Tasvir. Schwarz Lemmas¬

ve Öklidyen Olmayan Yorum

(Ders kitab¬nda 130-136. sayfalar)

Ders #12 ile ilgili uyar¬lar

131. sayfadaki Teorem 11 in ispat¬

E¼ger a ve b; C� � n¬n ayn¬bileşeninde iseler 131. sayfadaki son formüldenX
j

n (
; zj(a)) =
X
j

n (
; zj(b)) (1)

anlaş¬l¬r. (1) eşitli¼gindeki 
 y¬aşa¼g¬daki gibi parametreleyelim:

z(t) = z0 + "e
it (0 � t � 2�)

" > 0 say¬s¬

f(z)� w0 = 0

denkleminin 
 içindeki tek kökü z0 olacak biçimde yeterince küçük seçilsin. (f(z)�w0 = 0

denkleminin kökleri ayr¬kt¬r.)

Şekil 12.1

� = f(
) olsun ve C � � n¬n w0 ¬ içeren bileşenini 
0 ile gösterelim. 
 bir çember

oldu¼gundan, zj(a) n¬n 
 n¬n içinde veya d¬̧s¬nda olmas¬na ba¼gl¬olarak

n (
; zj(a)) = 0 veya 1
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olur. (a =2 � oldu¼gundan zj(a) =2 
 d¬r.) Bu nedenle (1) eşitli¼ginin sol taraf¬, f nin 


içinde a de¼gerini ald¬¼g¬noktalar¬n say¬s¬na eşittir.

(1) eşitli¼ginde a 2 
0 key� alal¬m ve b = w0 olsun. 
 n¬n seçimine ba¼gl¬olarak, (1)

eşitli¼ginin sa¼g taraf¬n ye eşittir. Böylece (1) eşitli¼ginin sonucu olarak 
0 daki her de¼ger

f taraf¬ndan 
 içinde n kez al¬n¬r. (Katl¬köklerin katl¬l¬klar¬say¬lmak üzere).

Özel olarak, bu durum 
0 içindeki w0 merkezli her jw � w0j < � dairesi için do¼grudur. �

Uyar¬: n (�; z) dönme say¬lar¬ ile ilgili olarak, parametrelemeye dikkat etmeliyiz.

Nitekim


(t) = eit (0 � t � 2�) ; f(z) = zn

ve � = f(
) ise, 
 ve � geometrik olarak ayn¬nokta kümeleriyle gösterilmelerine ra¼gmen

n (
; 0) = 1; n (�; 0) = n

olur.

Öklidyen Olmayan Düzlem

Öklidyen olmayan düzlem, aşa¼g¬daki kabullerle jzj < 1 birim dairesidir:

a) Öklidyen olmayan nokta = Daire içindeki nokta;

b) Öklidyen olmayan do¼gru = Dairenin s¬n¬r¬na dik olan yay.

Bu model, ünlü Paralellik Aksiyomu d¬̧s¬ndaki tüm Öklid

aksiyomlar¬n¬gerçekler.

Bir ` do¼grusu d¬̧s¬nda bir p noktas¬verilsin. Bu halde,

bu noktadan geçen ve ` do¼grusu ile kesi̧smeyen yaln¬zca

bir do¼gru vard¬r.

Yukar¬daki model aç¬kca bu aksiyomu sa¼glamaz; dolay¬s¬yla

2000 y¬ll¬k, di¼ger aksiyomlar esas al¬narak, Paralellik aksi-

yomu problemini çözmek mümkün de¼gildir.
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Şimdi Öklidyen olmayan D düzlemindeki uzakl¬¼g¬tan¬mlayal¬m.

z1; z2 2 D verilsin, Öklidyen olmayan do¼grunun jzj = 1

çemberi ile kesim noktalar¬n¬s¬ras¬yla u; v ile i̧saretleyelim.

d(z1; z2) =
1

2
log(z1; z2; v; u)

=
1

2
log

�
z1 � v
z1 � u

:
z2 � v
z2 � u

�
olsun. Çifte oran¬n sonucu reeldir (sayfa 79) ve geometrik

özelliklerden kolayca gösterilebilir ki bu sonuç � 1 dir.

Böylece

d(z1; z2) � 0;

d(z1; z2) = d(z2; z1)

olur. Yukar¬daki formülden

d(z1; z3) = d(z1; z2) + d(z3; z2)

ba¼g¬nt¬s¬n¬n gerçeklendi¼gini göstermek kolayd¬r. Şimdi

z2 ! 0 ve z1 !
���� z1 � z21� z2z1

����
ne resmeden

z �! ei'
z � z2
1� z2z

do¼grusal kesirli dönüşümünü gözönüne alal¬m. Bu halde v; z2; z1; u noktalar¬n¬n s¬ralan¬̧s¬n-

dan

v ! �1 ve u! 1

ç¬kar. Çifte oran¬n de¼gi̧smezli¼ginden (invaryantl¬¼g¬ndan)

d(z2; z1) =
1

2
log(0;

���� z1 � z21� z2z1

���� ;�1; 1)
=

1

2
log

�
j1� z2z1j+ jz1 � z2j
j1� z2z1j � jz1 � z2j

�
(Al¬̧st¬rma 7)
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olur. Böylece

d(z; z +�z) =
1

2
log

�
1 +

2 j�zj
j1� z(z +�z)j � j�zj

�
bulunur. Öte yandan

lim
x!0

log(1 + x)

x
= 1

oldu¼gundan

lim
�z!0

d(z; z +�z)

j�zj =
1

1� jzj2

bulunur. Bu ise bize


 : z(t) (� � t � �)

e¼grisinin Öklidyen olmayan uzunlu¼gunun

L(
) =

Z



jdzj
1� jzj2

ile tan¬mlanabilece¼gini söyler.

1). ve 6). Al¬̧st¬rmalar, Schwarz Lemmas¬n¬n aşa¼g¬daki geometrik yorumunu verir:

1). Al¬̧st¬rma (36) eşitsizli¼ginin tekrar düzenlenmesiyle, z ! z0 için

jf 0(z)j
1� jf(z)j2

� 1

1� jzj2

elde edilir.

6). Al¬̧st¬rma f : D �! D ye holomor�k bir fonksiyon ve yukar¬daki 
 e¼grisinin

görüntüsü f(
);

w(t) = f(z(t)) (� � t � �)

olsun. Bu halde

L (f(
)) =

Z �

�

jw0(t)j
1� jw(t)j2

dt

=

Z �

�

jf 0(z(t))z0(t)j
1� jf(z(t))j2

dt

�
Z �

�

jz0(t)j
1� jz(t)j2

dt (Al¬̧st¬rma 1) den)

= L (
)
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elde edilir. Böylece belirtildi¼gi gibi,

L (f(
)) � L (
)

bulunur.
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