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Ders #12: Yerel Tasvir. Schwarz Lemmasi
ve Oklidyen Olmayan Yorum
(Ders kitabinda 130-136. sayfalar)

Ders #12 ile ilgili uyarilar

131. sayfadaki Teorem 11 in ispat1

Eger a ve b, C — I" nin ayn1 bilegeninde iseler 131. sayfadaki son formiilden

D n(rz(a) =) nl(yz(0) (1)

J J

anlagilir. (1) esitligindeki v y1 agagidaki gibi parametreleyelim:
2(t) = 29 + ce™ (0<t<2n)

€ > 0 sayis1
f(z) —wo=0
denkleminin 7 igindeki tek kokii zy olacak bigimde yeterince kiigiik segilsin. (f(z)—wo =0

denkleminin kokleri ayriktir.)

Sekil 12.1

' = f(y) olsun ve C — T" min wy 1 igeren bilegenini 2 ile gosterelim. ~ bir ¢ember

oldugundan, z;(a) nin v nn i¢inde veya diginda olmasina bagh olarak
n(7,z;(a)) =0 veya 1
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olur. (a ¢ I' oldugundan z;(a) ¢ v dir.) Bu nedenle (1) esitliginin sol tarafi, f nin vy
icinde a degerini aldig1 noktalarin sayisina esittir.

(1) egitliginde a € Qp keyfi alahm ve b = wy olsun.  nin segimine bagh olarak, (1)
esitliginin sag tarafi n ye esittir. Boylece (1) esitliginin sonucu olarak €y daki her deger
f tarafindan + iginde n kez almir. (Kath koklerin kathliklar sayilmak iizere).

Ozel olarak, bu durum ) icindeki wy merkezli her |w — wy| < & dairesi i¢in dogrudur. W

Uyari: n(0,z) dénme sayilar ile ilgili olarak, parametrelemeye dikkat etmeliyiz.
Nitekim
) =e" (0<t<2m), flz)=2"

ve I' = f(v) ise, v ve " geometrik olarak aym nokta kiimeleriyle gosterilmelerine ragmen
n(v,0)=1, n(,0)=n
olur.

Oklidyen Olmayan Diizlem

Oklidyen olmayan diizlem, agagidaki kabullerle |z| < 1 birim dairesidir:
a) Oklidyen olmayan nokta = Daire i¢indeki nokta;

b) Oklidyen olmayan dogru = Dairenin smirma dik olan yay.

Bu model, iinlii Paralellik Aksiyomu disindaki tiim Oklid
aksiyomlarini gercekler.

Bir ¢ dogrusu diginda bir p noktasi verilsin. Bu halde,

bu noktadan gegen ve ¢ dogrusu ile kesismeyen yalnizca

bir dogru vardir.

Yukaridaki model agikca bu aksiyomu saglamaz; dolayisiyla

2000 yillik, diger aksiyomlar esas alinarak, Paralellik aksi-

yomu problemini ¢ozmek miimkiin degildir.



Simdi Oklidyen olmayan D diizlemindeki uzaklig1 tanimlayalim.

21,22 € D verilsin, Oklidyen olmayan dogrunun |z| = 1
¢emberi ile kesim noktalarin sirasiyla u, v ile igaretleyelim.
1
d(z1,22) = 5 log (21, 22, v, u)
1 <21 -V 29— v)
= —log :
2 Z1—U Zy—U

olsun. Cifte oranin sonucu reeldir (sayfa 79) ve geometrik

ozelliklerden kolayca gosterilebilir ki bu sonu¢ > 1 dir.

Boylece
d(z1,2z2) > 0,
d(z1,22) = d(z2,2)
olur. Yukaridaki formiilden
d(z1,23) = d(z1, 22) + d(23, 22)

bagintisinin gerceklendigini gostermek kolaydir. Simdi

21 — %2
29— 0vezy —» |——
— 2221
ne resmeden
R — 29
z — e'¥ —
1 —7Zy2

dogrusal kesirli doniigtimiinii g6zoniine alalim. Bu halde v, 29, 21, v noktalarinin siralanigin-

dan

v— —1lveu—1

gikar. Cifte oranin degismezliginden (invaryantligindan)

1 21— 2
d(Zg,Zl) = §10g(0, 11_—32221 7_171)
1 |1—§221|+|21—ZQ|)
= Zlo Alistirma 7
2 g<|1—§221‘—|21—22’ ( ¥ )
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olur. Boylece

1 2 |Az|
d(z,z+ Az) = §log (1—|— 120+ Az) = |Az|)

bulunur. Ote yandan
1
lim —og(l +7)
x—0 x

=1

oldugundan
I d(z,z + Az) 1
im =
Az—0 Az 1— |2

bulunur. Bu ise bize
vixt)  (@<t<p)

egrisinin Oklidyen olmayan uzunlugunun

L(v) :/ 1|EZTL|2

1). ve 6). Ahgtirmalar, Schwarz Lemmasinin agagidaki geometrik yorumunu verir:

ile tanimlanabilecegini soyler.

1). Alistirma (36) esitsizliginin tekrar diizenlenmesiyle, z — 2y igin

rel 1
TGP = 1=

elde edilir.
6). Alstirma f : D — D ye holomorfik bir fonksiyon ve yukaridaki v egrisinin

goriintiisii f(7),
wt)=f(z(t) (a<t<P)

olsun. Bu halde

B w'
rgen = [ AU

L Jul®)?
_ [z,
o 1= GO

’ |
< —— dt Algt 1) d
< /a )P (Aligtirma 1) den)



elde edilir. Boylece belirtildigi gibi,

L(f(v) <L)

bulunur.
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