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Ders #11: Ayr¬k Tekil Noktalar

(Ders kitab¬nda 126-130. sayfalar)

Ders #11 ile ilgili uyar¬lar

Tekil Noktalar:

f(z), a merkezi silinmi̧s 0 < jz � aj < � dairesi içinde holomor�k olsun.

(i) E¼ger

lim
z!a

f(z)

limiti var veya sadece

lim
z!a

f(z)(z � a) = 0

ise a noktas¬na kald¬r¬labilir tekil nokta denir ve f , tüm jz � aj < � dairesinde holomorf

olan bir fonksiyona geni̧sletilebilir.

(ii) E¼ger

lim
z!a

f(z) =1

ise a noktas¬na bir kutup noktas¬denir. Bu durumda h bir pozitif tamsay¬, fh(z) fonksiyonu

a noktas¬nda holomor�k ve fh(a) 6= 0 olmak üzere

f(z) = (z � a)�hfh(z)

biçimindedir. Buna ek olarak '(z) fonksiyonu a noktas¬nda holomor�k olmak üzere, f(z)

fonksiyonu

f(z) = Bh(z � a)�h + � � �+B1(z � a)�1 + '(z)

biçiminde Laurent aç¬l¬m¬na sahiptir.

(i) ve (ii) den ikisi de geçerli de¼gilse a noktas¬na bir esasl¬tekil nokta denir.

Teorem 9. Bir holomor�k fonksiyon, bir esasl¬tekil noktan¬n her komşulu¼gunda her

kompleks say¬ya key� derecede yak¬nd¬r.
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Basitleştirilmiş ispat: ·Iddian¬n do¼gru olmad¬¼g¬n¬varsayal¬m. Bu durumda 9A 2 C ve

� > 0, " > 0 öyle ki

jz � aj < ") jf(z)� Aj > �:

Bu halde

lim
z!a

(z � a)�1 (f(z)� A) =1

olur. Bu nedenle

(z � a)�1 (f(z)� A)

fonksiyonu z = a noktas¬nda bir kutba sahiptir. Buradan h 2 Z+ ve g(z) fonksiyonu

z = a da holomor�k olmak üzere

f(z)� A = (z � a)(z � a)�hg(z)

bulunur.

h = 1 ise, f(z) fonksiyonu z = a da kald¬r¬labilir tekil noktaya sahiptir. h > 1 ise,

f(z)� A fonksiyonu z = a da bir kutba sahiptir ve dolay¬s¬yla f(z) fonksiyonu da z = a

da bir kutba sahiptir. Her iki durum da varsay¬mda d¬̧sland¬¼g¬ndan ispat tamamlanm¬̧s

olur. �

130. Sayfadaki 4. Al¬̧st¬rman¬n çözümü

f fonksiyonu C [ f1g da meromor�k olsun. f nin bir rasyonel fonksiyon oldu¼gunu

ispatlamal¬y¬z. 1 bir kutup noktas¬ise, g =
1

f
ile çal¬̧s¬r¬z. Bu nedenle 1 un bir kutup

noktas¬olmad¬¼g¬n¬varsayal¬m. 1 noktas¬bir esasl¬tekil nokta olmad¬¼g¬ndan kald¬r¬labilir

tekil noktad¬r. Bu nedenle R > 0 olmak üzere, f(z) fonksiyonu jzj � R için s¬n¬rl¬d¬r.

f(z) nin kutuplar¬ayr¬k oldu¼gundan, jzj � R dairesi içinde yaln¬zca sonlu say¬da kutbu

vard¬r. ( f(z) nin kutuplar¬1=f(z) nin s¬f¬rlar¬d¬r.) z = a kutup noktas¬n¬n civar¬nda

Laurent aç¬l¬m¬kullan¬larak, f(z) fonksiyonu

f(z) = Bh(z � a)�h + � � �+B1(z � a)�1 + '(z)

biçiminde yaz¬labilir. Bu son eşitlik, ' nin C [ f1g üzerinde f(z) den bir kutbu az

olan meromor�k bir fonksiyona geni̧sletilebilece¼gini gösterir. O halde yukar¬da yapt¬¼g¬m¬z
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tart¬̧smay¬'(z) için yap¬p, bu şekilde devam ederek, g fonksiyonu C de holomor�k ve Pi
(i = 1; 2; : : : ; n) polinomlar olmak üzere

f(z) =

nX
i=1

Pi

�
1

z � ai

�
+ g(z)

elde edilir. Bu son ba¼g¬nt¬bize g nin jzj � R için s¬n¬rl¬ve jzj < R de analitik oldu¼gunu

gösterir. Bu nedenle f(z) tüm C kompleks say¬lar kümesi üzerinde s¬n¬rl¬olmal¬d¬r. Li-

ouville teoremi nedeniyle f(z) sabittir. Böylece f bir rasyonel fonksiyondur.
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