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Ders #11: Ayrik Tekil Noktalar
(Ders kitabinda 126-130. sayfalar)

Ders #11 ile ilgili uyarilar

Tekil Noktalar:

f(2), a merkezi silinmis 0 < |z — a| < § dairesi i¢inde holomorfik olsun.
(i) Eger
lim f(2)

z—a
limiti var veya sadece

lim f(z)(z—a)=0

zZ—a

ise a noktasimma kaldirilabilir tekil nokta denir ve f, tiim |z — a| < ¢ dairesinde holomorf

olan bir fonksiyona genigletilebilir.

(ii) Eger

lim f(z) =00

zZ—a
ise a noktasia bir kutup noktasi denir. Bu durumda h bir pozitif tamsayi, f,(z) fonksiyonu

a noktasinda holomorfik ve f,(a) # 0 olmak iizere

f(z) = (z = a)™"ful)

bi¢imindedir. Buna ek olarak ¢(z) fonksiyonu a noktasinda holomorfik olmak iizere, f(z)

fonksiyonu

f(2)=Buz—a) "+ +Bi(z —a) " + ¢(2)

biciminde Laurent acilimina sahiptir.

(i) ve (ii) den ikisi de gegerli degilse a noktasina bir esash tekil nokta denir.

Teorem 9. Bir holomorfik fonksiyon, bir esasl tekil noktanin her komsulugunda her

kompleks sayya keyfi derecede yakindar.



Basitlestirilmis ispat: Iddianin dogru olmadigim varsayalim. Bu durumda 34 € C ve

0 >0, >0 oyle ki

|z —al <e=|f(z) — Al > 6.

Bu halde
lim (z —a)" ' (f(z) — A) = 00

zZ—a

olur. Bu nedenle
(= — ) ((2) — A)
fonksiyonu z = a noktasinda bir kutba sahiptir. Buradan h € Z* ve ¢(z) fonksiyonu

2z = a da holomorfik olmak iizere

f2) = A=(z—a)(z —a)""g(2)

bulunur.

h =1 ise, f(z) fonksiyonu z = a da kaldirlabilir tekil noktaya sahiptir. A > 1 ise,
f(2) — A fonksiyonu z = a da bir kutba sahiptir ve dolayisiyla f(z) fonksiyonu da z = a
da bir kutba sahiptir. Her iki durum da varsayimda diglandigindan ispat tamamlanmig

olur. H

130. Sayfadaki 4. Alistirmanin ¢éziimii

f fonksiyonu C U {co} da meromorfik olsun. f nin bir rasyonel fonksiyon oldugunu
ispatlamaliy1z. oo bir kutup noktasi ise, g = % ile caligiriz. Bu nedenle oo un bir kutup
noktasi olmadigini varsayalim. oo noktasi bir esash tekil nokta olmadigindan kaldirilabilir
tekil noktadir. Bu nedenle R > 0 olmak iizere, f(z) fonksiyonu |z| > R i¢in smurhdir.
f(2) nin kutuplar ayrik oldugundan, |z| < R dairesi iginde yalnizca sonlu sayida kutbu
vardir. ( f(z) nin kutuplar1 1/f(z) nin sifirlaridir.) z = a kutup noktasinin civarinda

Laurent agihmu kullanilarak, f(z) fonksiyonu
f(z)=Bu(z—a) "+ -+ Bi(z —a) " + ¢(2)

bi¢iminde yazlabilir. Bu son esitlik, ¢ nin C U {oo} iizerinde f(z) den bir kutbu az

olan meromorfik bir fonksiyona genisletilebilecegini gosterir. O halde yukarida yaptigimiz
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tartigmay1 o(2) i¢in yapip, bu sekilde devam ederek, g fonksiyonu C de holomorfik ve P,

(1=1,2,...,n) polinomlar olmak iizere

=3 p() o

i=1

elde edilir. Bu son baginti bize ¢ nin |z| > R i¢in siirh ve |z| < R de analitik oldugunu
gosterir. Bu nedenle f(z) tiim C kompleks sayilar kiimesi iizerinde sinirli olmahdir. Li-

ouville teoremi nedeniyle f(z) sabittir. Boylece f bir rasyonel fonksiyondur.
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