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18.112 Aras¬nav 2 Çözümleri

Problem 1.

Çözüm:

f(z) =
1

ez � 1
fonksiyonu C�f2n�i; n 2 Zg de analitikdir ve z = 2n�i noktalar¬nda basit kutba sahiptir.

Bu nedenle 
 ile s¬n¬rl¬bölgede, n = 0;�1 e kaŗs¬l¬k gelen, üç tane kutbu vard¬r. Buna ek

olarak, her z kutup noktas¬nda rezidüsü

1

(ez � 1)0
=
1

ez
= 1

dir. Rezidü teoreminden Z



1

ez � 1dz = 2�i (1 + 1 + 1) = 6�i

bulunur.

Problem 2.

Çözüm: u(z) = Re f(z) olsun. (66) formülünden, her jzj < R için

f(z) =
1

2�i

Z
j�j=R

� + z

� � zu (�)
d�

�
+ iC

gerçeklenecek biçimde bir C sabiti vard¬r. Bu nedenle her jzj < R için

f 0(z) =
1

�i

Z
j�j=R

u (�)

(� � z)2
d�

olur.

Şimdi her z için,
ju (�)j
j�j < 1 (her j�j � R için)

gerçeklenecek biçimde yeterince büyük R > 2 jzj alal¬m. Bu durumda

jf 0(z)j � 1

�

Z
j�j=R

j�j
j� � zj2

jd�j � 1

�
� 2�R � R

(R=2)2
= 8

1



bulunur. Böylece f 0(z) fonksiyonu C üzerinde s¬n¬rl¬ analitik fonksiyondur. Liouville

teoreminden f 0(z) sabittir ve bu nedenle f(z) = az + b do¼grusald¬r.

u (z)

z
! 0

koşulundan a = 0 oldu¼gunu görürüz, bu ise f nin sabit oldu¼gunu ifade eder.

Dikkat!
Im f (z)

z
! 0

oldu¼gunu da kan¬tlayabilirsiniz, böylece z !1 iken

f(z)

z
! 0

olur. Bu durumda Ara S¬nav 1 deki Problem 4 veya Problem 5 ten, f bir polinomdur

ve bu nedenle de f sabittir.

Problem 3.

Çözüm: Cauchy formülünden, 0 < r < 1 için

��f (n)(0)�� =
n!

2�i

Z
j�j=r

jf (�)j���n+1�� jd�j
� n!

2�
� 2�r � 1

1� r
1

rn+1

=
n!

(1� r)rn

bulunur. Di¼ger taraftan, Cebirsel-Geometrik Ortalama De¼ger eşitsizli¼ginden

1

(1� r) rn =
1

nn
1

(1� r) (r=n)n

� 1

nn

�
n+ 1

1� r + r
n
+ � � �+ r

n

�n+1
=

(n+ 1)n+1

nn

olur. Eşitlik hali ancak ve ancak

1� r = r

n

2



yani

r =
n

n+ 1

için vard¬r.

Böylece f (n)(0) için Cauchy formülünden elde edilecek en iyi tahmin

��f (n)(0)�� � n! (n+ 1)n+1

nn
= (n+ 1)!

�
1 +

1

n

�n
bulunur.

Dikkat!
1

(1� r)rn

nin türevlerini hesaplayarak, en küçük de¼gerini de elde edebilirsiniz.

Problem 4.

Çözüm:

f(z) = z7 � 2z5 + 6z3 � z + 1

g(z) = 6z3

h(z) = z7

olsun. Bu durumda, jzj = 1 çemberi üzerinde

jf(z)� g(z)j =
��z7 � 2z5 � z + 1�� � 5 < 6 = jg(z)j

olur ve jzj = 2 çemberi üzerinde

jf(z)� h(z)j =
���2z5 + 6z3 � z + 1�� � 115 < 128 = jh(z)j

olur. Böylece Rouche teoreminden, f fonksiyonu (g fonksiyonu gibi) jzj < 1 içinde 3 köke

ve (h fonksiyonu gibi) jzj < 2 içinde 7 köke sahiptir.

Dikkat! Hatta g(z) = 6z3+1 veya g(z) = 6z3� z ve h(z) = z7+1 vb. seçebilirsiniz.
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