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18.112 Aras¬nav 1 Çözümleri

Problem 1.

Çözüm:

z3 = 8e�i�=2 =) z = 2e�i(
�
6
+ 2n�

3 ); 0 � n � 2;

=) z = 2i veya z =
p
3� i veya z = �

p
3� i

Problem 2.

1. Yol: Z
jz�1j= 1

2

dz

(1� z)3 =

Z 2�

0

ieit=2

(�eit=2)3 dt

=
�i
2
� 8
Z 2�

0

e�i�2t dt

= �4i e
�2it

�2i

����2�
0

= 0:

2. Yol: f(z) � 1 olsun. 120. sayfadaki (24) formülünden,

0 = f 00(1) =
2!

2�i

Z
jz�1j= 1

2

dz

(1� z)3

bulunur.

Problem 3.

Çözüm: 1) 2 =2 fz : jzj < 1g oldu¼gundan,Z
jzj=1

ez + z

z � 2 dz = 0

olur.

2) n(
; 2) = 1 (119. sayfadaki Teorem 6 nedeniyle)Z
jzj=3

ez + z

z � 2 dz = 2�i(e
2 + 2)

bulunur.
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Problem 4.

Çözüm:

g(z) = f(
1

z
); 8z 6= 0

olsun. Bu durumda g fonksiyonu Cnf0g üzerinde analitiktir ve 0 daki tekillik kald¬r¬la-

bilirdir veya h ¬nc¬mertebeden bir kutup noktas¬d¬r.

g nin 0 daki tekilli¼gi kald¬r¬labilir ise lim
z!0

g(z) vard¬r ve sonludur, yani lim
z!1

f(z) vard¬r

ve sonludur. Böylece f fonksiyonu C üzerinde s¬n¬rl¬d¬r. f fonksiyonu, tüm düzlemde

analitik ve s¬n¬rl¬oldu¼gundan, sabittir.

0 noktas¬h ¬nc¬mertebeden kutup noktas¬ ise, �(z) fonksiyonu C üzerinde analitik

olmak üzere

g(z) = Bhz
�h +Bh�1z

�h+1 + � � �+B1z�1 + �(z)

dir. f fonksiyonu 0 da sürekli (analitik) oldu¼gundan lim
z!1

g(z) vard¬r ve sonludur. Böylece

lim
z!1

�(z) vard¬r ve sonludur. Bu nedenle �(z) tüm düzlemde s¬n¬rl¬d¬r ve böylece �(z) =

B0 sabittir. Bu durumda

f(z) = g

�
1

z

�
= Bhz

h +Bh�1z
h�1 + � � �+B1z +B0

bir polinomdur.

Problem 5.

1. Yol: R > 100 olmak üzere C : jzj = R alal¬m.

Her m > n için,

��f (m)(0)�� =

������m!2�i
Z
C

f (�) d�

�m+1

������
� m!

2�

������
Z
C

�n�m�1 d�

������
=

m!

2�

Rn�m

n�m ! 0 (R!1 için)
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Bu nedenle her m > n için f (m)(0) = 0 olur. Taylor aç¬l¬m¬ndan,

f(z) = f(0) +
f 0(0)

1!
z + � � �+ f

(n)(0)

n!
zn +

f (n+1)(0)

(n+ 1)!
zn+1 + � � �

= f(0) +
f 0(0)

1!
z + � � �+ f

(n)(0)

n!
zn

bir polinomdur.

2. Yol: jf(z)j < jzjn oldu¼gundan,

lim
z!0

zn+1f(1=z) = 0

gerçeklendi¼gini biliyoruz, yani f fonksiyonu 1 da esasl¬olmayan tekilli¼ge sahiptir. Son

problemden, f bir polinomdur.
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