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18.112 Final S¬nav¬Çözümleri

Problem 1.

1. Yol (Geometrik Yol):A;B ve C kompleks düzlemde a; b ve c kompleks say¬lar¬na

kaŗs¬l¬k gelen noktalar olsun. Bu durumda

�!
AB = b� a;��!BC = c� b;�!CA = a� c

ve

\A = arg b� a
c� a;\B = arg

c� b
a� b;\C = arg

a� c
b� c

dir.
b� a
c� a =

a� c
b� c

koşulundan ����!AB�������!CA��� =
����!CA��������!BC���

ve

\A = \C

dir, yani ����!AB��� �����!BC��� = ����!CA��� ����!CA���
ve �����!BC��� = ����!AB���
dir. Böylece ����!AB��� = �����!BC��� = ����!CA���
olur yani

jb� aj = jc� aj = jb� cj

bulunur.

2. Yol (Aritmetik Çözüm): ·Ilk olarak dikkat edilirse

b� a
c� a =

a� c
b� c )

b� a
c� a =

a� c
b� c =

b� a+ a� c
c� a+ b� c =

b� c
b� a
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olur. Halbuki ����b� ac� a �
a� c
b� c �

b� c
b� a

���� = 1
dir. Böylece ����b� ac� a

���� = ����a� cb� c

���� = ���� b� cb� a

���� = 1
yani

jb� aj = jc� aj = jb� cj

bulunur.

Problem 2.

Çözüm: Seri
1X
n=1

zn

1 + z2n
=

1X
n=1

1

zn + z�n

biçiminde tekrar yaz¬l¬rsa, jzj > 1 ve jzj < 1 içinde yak¬nsad¬¼g¬görülebilir.

jzj = 1 üzerinde, z = ei� yaz¬labilir. Bu durumda, her � için n!1 iken

1

zn + z�n
=

1

ein� + e�in�
=

1

2 cosn�
9 0;

bu nedenle jzj = 1 üzerinde seri yak¬nsamaz.

Ayr¬ca, jzj > 1 veya jzj < 1 in herhangi bir K kompakt alt kümesi için, K üzerinde

jzj > C > 1 veya jzj < C < 1 olacak biçimde baz¬C > 1 veya C < 1 sabitleri bulabiliriz.

Böylece, her z 2 K için ���� 1

zn + z�n

���� < 1

Cn + C�n

olur.
1X
n=1

1

Cn + C�n

serisi daima yak¬nsayaca¼g¬ndan,
1X
n=1

zn

1 + z2n

serisi jzj > 1 ve jzj < 1 in her kompakt alt kümesi üzerinde düzgün yak¬nsar. Bu nedenle

sayfa 177 deki Weierstrass teoreminin denk biçiminden, toplam fonksiyonu f(z); jzj > 1

ve jzj < 1 içinde holomor�ktir.
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Problem 3.

Çözüm: 
 üzerinde jzj = 2 dikkat edilirse,Z



jzj ez
z2

dz =

Z



2ez

z2
dz

olur. 2e
z

z2
fonksiyonu z = 0 da yaln¬zca bir kutbu vard¬r ve Taylor aç¬l¬m¬ndan

2ez

z2
= 2

1 + z +
z2

2!
+ � � �

z2

= 2

�
1

z2
+
1

z
+
1

2!
+ � � �

�
dir. Bu nedenle

Res z=0
2ez

z2
= 2

olur. Rezidü teoreminden Z



jzj ez
z2

dz = 2 � 2�i = 4�i

bulunur.

Problem 4.

Çözüm:g(z) fonksiyonu z0 ¬n civar¬nda holomor�k olmak üzere

f(z) = (z � z0)�h g(z)

yazabiliriz. Sayfa 120 deki (24) formülünden

g(h�1)(z0) =
(h� 1)!
2�i

Z
C

g(z)

(z � z0)h
dz

= (h� 1)! Res z=z0f(z)

olur. Bu nedenle

Res z=z0f(z) =
1

(h� 1)!

�
dh�1

dzh�1
(z � z0)hf(z)

�
z=z0

bulunur.
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Problem 5.

Çözüm: jzj < 1 de, 1
1�z ve

1
1�z=2 için geometrik seri kullan¬larak

1

(z � 1)(z � 2) =
1

1� z

1
2

1� z
2

=
�
1 + z + z2 + � � �

� 1
2

�
1 +

z

2
+
�z
2

�2
+ � � �

�
=

1

2

"
1 +

�
1 +

1

2

�
z +

 
1 +

1

2
+

�
1

2

�2!
z2 + � � �

+

�
1 +

1

2
+ � � �+

�
1

2

�n�
zn + � � �

�
=

1

2
+
3

4
z +

7

8
z2 + � � �+

�
1� 1

2n�1

�
zn + � � �

bulunur.

Ayn¬yolla, jzj > 2 de 1
1�1=z ve

1
1�2=z için geometrik seri kullan¬larak

1

(z � 1)(z � 2) =
1

z2
1

1� 1
z

1

1� 2
z

=
1

z2

 
1 +

1

z
+

�
1

z

�2
+ � � �

! 
1 +

2

z
+

�
2

z

�2
+ � � �

!

=
1

z2

�
1 + (1 + 2)

1

z
+
�
1 + 2 + 22

� 1
z2
+ � � �+ (1 + 2 + � � �+ 2n) 1

zn

�
=

1

z2
+ 3

1

z3
+ 7

1

z4
+ � � �+

�
2n+1 � 1

� 1

zn+2
+ � � �

bulunur.

Problem 6.

Çözüm:

g(z) = f(z)� z; h(z) = �z

olsun. Her ikisi fonksiyon da jzj � 1 de analitikdir. jzj = 1 s¬n¬r¬üzerinde

jg(z)� h(z)j = jf(z)j < 1 = jh(z)j

dir. Böylece Rouche Teoreminden, g(z) = f(z) � z nin jzj = 1 içinde tam bir tane s¬f¬r¬

vard¬r.
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