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18.112 pg 5 Çözümleri

1 (sayfa 161 deki Problem 1(f)).

Çözüm:

f(z) =
1

zm (1� z)n

fonksiyonunun iki tane kutbu vard¬r; 0, m inci mertebeden kutup ve 1; n inci mertebeden

kutup noktas¬d¬r. Bu kutup noktalar¬nda Taylor serisi ile aşa¼g¬daki aç¬l¬mlar¬yazabiliriz:

f(z) =
1

zm

�
1 + nz +

n(n+ 1)

2!
z2 + � � �+ n(n+ 1) � � � (n+m� 2)

(m� 1)! zm�1 + 'm(z)z
m

�
= � � �+

�
n+m� 2
m� 1

�
1

z
+ � � �

ve buradan

Res
z=0

f(z) =

�
n+m� 2
m� 1

�
bulunur.

m ! n; z  ! 1� z

simetrisiyle kolayca

f(z) = � � �+
�
m+ n� 2
n� 1

�
1

1� z + � � �

= � � � �
�
m+ n� 2
n� 1

�
1

z � 1 + � � �

ve buradan

Res
z=1

f(z) = �
�
n+m� 2
n� 1

�
bulunur.

2 (sayfa 161 deki Problem 3(b)).

Çözüm: 156 ¬nc¬sayfadaki (2) formülünden

1Z
�1

x2dx

x4 + 5x2 + 6
= 2�i

X
y>0

Res

�
z2

z4 + 5z2 + 6

�

1



oldu¼gunu biliyoruz. Bu halde

f(z) =
z2

z4 + 5z2 + 6

=
z2

(z2 + 2) (z2 + 3)

=
z2�

z �
p
3i
� �
z +
p
3i
� �
z �
p
2i
� �
z +
p
2i
�

fonksiyonu yaln¬zca basit kutuplara sahiptir veX
y>0

Res f(z) = Res
z=
p
3i
f(z) + Res

z=
p
2i
f(z)

=

p
3

2i
�
p
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2i

olur.

·Integrand çift fonksiyon oldu¼gundan,
1Z
0

x2dx

x4 + 5x2 + 6
=
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bulunur.

3 (sayfa 161 deki Problem 3(f)).

Çözüm: a 6= 0 varsayal¬m. 156 ¬nc¬sayfadaki (3) formülünden
1Z

�1

x sin xdx

x2 + a2
= Im

1Z
�1

xeix

x2 + a2
dx

oldu¼gunu biliyoruz ve
1Z

�1

xeix

x2 + a2
dx = 2�i

X
y>0

Res

�
zeiz
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�

= 2�i Res
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e�jaj
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bulunur.

·Integrand çift fonksiyon oldu¼gundan,
1Z
0

x sin x

x2 + a2
dx =

1

2

1Z
�1

x sin x

x2 + a2
dx

=
1

2
Im
�
�ie�jaj

�
=

�
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e�jaj

bulunur.

a = 0 durumunda, sonuç ayn¬d¬r. (158 inci sayfaya bak¬n¬z).

4 (sayfa 161 deki Problem 3(h)).

Çözüm: log z yi arg z 2
�
��
2
; 3�
2

�
olmak üzere Cn fiy j y � 0g üzerinde tek-de¼gerli

olacak biçimde

log z = log jzj+ i arg z

ile tan¬mlayal¬m. Bu durumda, C e¼grisi sayfa 160 daki Şekil 4-13 deki e¼gri olmak üzereZ
C

log z

1 + z2
dz = 2�iRes

z=i
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bulunur. Öte yandan 
 ile R yar¬çapl¬üst yar¬m çember gösterilirse,������
Z



log z

1 + z2
dz

������ �
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jlog zj
j1 + z2j jdzj

� �R
jlog jRjj+ �
j1�R2j

olur. R! 0 ve R!1 durumunda 0 a yak¬nsar. BöyleceZ
C

log z
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dz =
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log jxj+ i�
1 + x2

dx+
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0

log x

1 + x2
dx
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bulunur. Her iki yan¬n reel k¬sm¬al¬n¬rsa,

0 = Re (I1) + I2

olur.

Re (I1) =

0Z
�1

log jxj
1 + x2

dx = I2

oldu¼gundan
1Z
0

log x

1 + x2
dx = I2 = 0

bulunur.

Dikkat! Bu integrali hesaplamak için rezidü yöntemini kullanmak zorunlu de¼gilse,

x! t =
1

x

de¼gi̧sken dönüşümü yap¬larak kolayca ayn¬sonuç bulunabilir.
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