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18.112 pg 3 (oziimleri

1 (sayfa 83 deki Problem 2).

Coziim: 1k olarak asagidaki iki yardimci teoremi ispatlayalim.

Yardimci Teorem 1 Simetri cemberleri gemberlere doniigtiiriir.

Ispat: Simetri iki tasvirin bileskesidir: Eslenik alma

ve dogrusal doniistim

z+—— R*/(2 — @) +a,

her iki tasvirde cemberleri cemberlere doniistiiriir, bu nedenle de simetri ¢cemberleri ¢em-

berlere doniigtiiriir.

Yardimci Teorem 2 () ve Cy gemberlerinin her ikisinin de bir [ dogrusuna gore
simetrik iki ¢ember oldugunu varsayalim ve C3 cemberi, C'; ¢emberinin Cy gemberine
gore simetrik goriintiisii olsun. Bu durumda, C3 ¢emberi de [ dogrusuna gore simetriktir.
(Bunu simetri prensibi ile kargilagtirimz!)

Ispat: Genelligi bozmaksizin, [ dogrusu olarak z—eksenini alalim ve C nin merkezinin

orijin oldugunu varsayalim. Bu durumda z € C ve z* € (3 arasindaki iligki

dir. Boylece

7601:5603

yani C5 cemberi [ dogrusuna gore simetriktir.

Simdi esas problemimize dénelim. z nin simetrik noktasi

dir.



e Sanal eksene gore simetri. Yardimci teorem 1 den, goriintii cemberdir. Yardimci

teorem 2 den, goriintii olan cember z—eksenine gore simetriktir. Ustiine iistliik,
0" =3/2,00" =2

dir ve her ikisi de z—ekseni tizerindedir, bu nedenle goriintii cemberi

dir.
e 1 = y dogrusuna gore simetri. [ dogrusu x + y = 2 dir ve
(1+4)"=3+14)/2 ve o0*=2
dir ve her ikisi de [ dogrusu tizerindedir, bu nedenle goériintii cemberi

V2
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7T+
Z_
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dir.
e |z| = 1 cemberine gdre simetri. [ dogrusu yine z—eksenidir ve
I"=1 ve (—-1)*=5/3

oldugundan goriintii cemberi

bulunur.

2 (sayfa 88 deki Problem 3).
(oziim: S nin sabit noktalarinin sayisini gozoniine alalim. Eger S nin 2 den fazla sabit
noktasi varsa, birim tasvir olmak zorundadir ki kendiliginden eliptiktir. Ustiine iistliik,

86. sayfadaki (13) esitliginden sabit nokta (co da olabilir) daima olacaktir.

Simdi S nin iki ayrik noktasi sabit a ve b oldugunu varsayalim. Bu durumda

S(z)—a: z—a
S(z)—b z—b

2



olur. Boylece

z—a S"(z) —a

_ kS”’l(z) —a
Sn=1(z) —b
— k2 STL—Q(Z) —a
Sn=2(z) —b
z—a
z—>b
bulunur. Bu durumda
kt=1
dir ve buradan
k| =1

bulunur ve S eliptiktir.
(a,b den biri, mesela a, sonsuz ise
S(z)—b=k(z—0)

olur. Yukaridaki gibi aym yolla
k| =1

oldugunu goriiriiz ve S eliptiktir.)

Son olarak S nin yalnizca bir a sabit noktasina sahip oldugunu varsayalim. a — oo a

ve oo — a ya resmeden doniigiim
Tz=1/(z—a)+a

olsun. T birebir ve {izerine oldugundan, T'ST~! doniistimii yalmzca bir sabit noktaya
sahiptir:

Ta= o0



Boylece ¢ # 0 igin
TST 'z =cz+d

dir. Iddia ediyoruz ki bu durumda ¢ = 1 dir. Aksi takdirde
f=d/(1-0)
TST~! in diger bir sabit noktasi olurdu. Simdi
2=TS"T 2= (TST ") 2=2+nd
olur ve buradan d = 0 bulunur. Bu nedenle
TST ' =1

ve
S=T'T=1
eliptiktir.
3 (sayfa 88 deki Problem 5).

Coziim: 1lk olarak, a,b € C noktalarinin Riemann kiiresi iizerinde karsiiklh cap

uglaria karsi gelmesi igin gerek ve yeter kogulun
ab=—1

oldugunu gormek zor degildir. (Kontrol ediniz!) Boylece
b=-1/a

olur.

T, Riemann kiiresinin 7" donmesine karsilik gelen bir dogrusal doniisiim olsun.
Bu durumda 7" nin Riemann kiiresinin merkezine gore simetrik olan A ve B gibi iki

sabit noktasi vardir. Bu nedenle 7" nin a ve —1/a gibi iki sabit noktas: vardir.

2 = dl
—_— =
|z +1/al
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denklemini saglayan C5 ¢emberlerini gézoniine alalim. Riemann kiiresi tizerindeki Z nok-

tasi, diizlemdeki z noktasina karsi gelen nokta olsun. Bu durumda,
Z - Al 20z —al // (14 |2) (1+|af)
Z=Bl gz v a1+ 1R (1 + /a)

|z —al\/(1+]1/a")

|z 4+ 1/a| (1 + |a|2)

bir sabittir, yani Cy gemberleri, T dénmesi altinda degismeyen, Riemann kiiresi {izerinde
"enlemesine" cemberlere resmedilir. Boylece Cs gemberleri 7' doniigtimii altinda degismez

ve bu bize T' nin eliptik oldugunu soyler.

Diger taraftan, T' nin eliptik ve a, —1/a iki sabit noktasi oldugunu varsayalim. bu
durumda 7', her Cy ¢emberini kendi iizerine resmeder ve () ¢emberini C] ¢emberine
resmeder. C ve (] arasindaki ag arg k dir( 86 a1 sayfadaki 3 iincii paragrafa bakinz).
Boylece T , cemberleri kendi iizerine "enlemesine" olarak resmeder ve steografik izdiigtim
konform oldugundan "boylamasina" ¢cemberleri arg k£ donme acisiyla diger "boylamasina"
gemberlere resmeder. Bu nedenle i Cy ¢emberi ("enlemesine" gember) iizerinde argk
sabit agisiyla dondiirtiyormus gibi davranir. Bu T nin A, B yi sabit birakan bir donme

oldugunu ifade eder.

Boylece Riemann kiiresinin dénmelerini gosteren tiim dogrusal donitigtimler kesinlikle

a ve —1/a (a = 0 iken —1/a@ = oo olur) sabit noktali eliptik dogrusal déniistimlerdir.

4 (sayfa 108 deki Problem 2).
Coziim: 1)

2m
/:cdz = / (rcost)(—rsint + ir cost)dt
0

2m
= / (—r?costsint + ir? cos® t)dt
0



r2
2

7,2

21
/ (—2sin 2t 4 i(cos 2t 4 1))dt
0

= — X1 X27

2

= 7r4.

5 (sayfa 108 deki Problem 4).

Coziim:

/ 2 — 1| |dz]

|z|=r

dz
2
|z[=r
2
r
—d —d
5 zZ + / 2 Z
|z|=r |z|=r
2
1
T —dz
2 z
|z|=r
2
% X 21
7TT22

2 ) )
/ it — 1] [ie®] dt
0

|cost +isint — 1|dt

V2 — 2costdt

" \/4sin® (t/2)dt

—4cos (t/2)]2"

\/(cost —1)? + sin® tdt
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