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18.112 pg 3 Çözümleri

1 (sayfa 83 deki Problem 2).

Çözüm: ·Ilk olarak aşa¼g¬daki iki yard¬mc¬teoremi ispatlayal¬m.

Yard¬mc¬Teorem 1 Simetri çemberleri çemberlere dönüştürür.

·Ispat: Simetri iki tasvirin bileşkesidir: Eşlenik alma

z 7�! z

ve do¼grusal dönüşüm

z 7�! R2=(z � a) + a;

her iki tasvirde çemberleri çemberlere dönüştürür, bu nedenle de simetri çemberleri çem-

berlere dönüştürür.

Yard¬mc¬Teorem 2 C1 ve C2 çemberlerinin her ikisinin de bir l do¼grusuna göre

simetrik iki çember oldu¼gunu varsayal¬m ve C3 çemberi; C1 çemberinin C2 çemberine

göre simetrik görüntüsü olsun. Bu durumda, C3 çemberi de l do¼grusuna göre simetriktir.

(Bunu simetri prensibi ile kaŗs¬laşt¬r¬n¬z!)

·Ispat: Genelli¼gi bozmaks¬z¬n, l do¼grusu olarak x�eksenini alal¬m ve C2 nin merkezinin

orijin oldu¼gunu varsayal¬m. Bu durumda z 2 C1 ve z� 2 C3 aras¬ndaki ili̧ski

z�z = R2

dir. Böylece

z 2 C1 =) z� 2 C3

yani C3 çemberi l do¼grusuna göre simetriktir.

Şimdi esas problemimize dönelim. z nin simetrik noktas¬

z� = 1=(z � 2) + 2

dir.
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� Sanal eksene göre simetri. Yard¬mc¬teorem 1 den, görüntü çemberdir. Yard¬mc¬

teorem 2 den, görüntü olan çember x�eksenine göre simetriktir. Üstüne üstlük,

0� = 3=2;1� = 2

dir ve her ikisi de x�ekseni üzerindedir, bu nedenle görüntü çemberi����z � 74
���� = 1

4

dir.

� x = y do¼grusuna göre simetri. l do¼grusu x+ y = 2 dir ve

(1 + i)� = (3 + i) =2 ve 1� = 2

dir ve her ikisi de l do¼grusu üzerindedir, bu nedenle görüntü çemberi����z � 7 + i4
���� = p

2

4

dir.

� jzj = 1 çemberine göre simetri. l do¼grusu yine x�eksenidir ve

1� = 1 ve (�1)� = 5=3

oldu¼gundan görüntü çemberi ����z � 43
���� = 1

3

bulunur.

2 (sayfa 88 deki Problem 3).

Çözüm: S nin sabit noktalar¬n¬n say¬s¬n¬gözönüne alal¬m. E¼ger S nin 2 den fazla sabit

noktas¬varsa, birim tasvir olmak zorundad¬r ki kendili¼ginden eliptiktir. Üstüne üstlük,

86: sayfadaki (13) eşitli¼ginden sabit nokta (1 da olabilir) daima olacakt¬r.

Şimdi S nin iki ayr¬k noktas¬sabit a ve b oldu¼gunu varsayal¬m. Bu durumda

S(z)� a
S(z)� b = k

z � a
z � b
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olur. Böylece

z � a
z � b =

Sn(z)� a
Sn(z)� b

= k
Sn�1(z)� a
Sn�1(z)� b

= k2
Sn�2(z)� a
Sn�2(z)� b

= � � �

= kn
z � a
z � b

bulunur. Bu durumda

kn = 1

dir ve buradan

jkj = 1

bulunur ve S eliptiktir.

(a; b den biri, mesela a; sonsuz ise

S (z)� b = k (z � b)

olur. Yukar¬daki gibi ayn¬yolla

jkj = 1

oldu¼gunu görürüz ve S eliptiktir.)

Son olarak S nin yaln¬zca bir a sabit noktas¬na sahip oldu¼gunu varsayal¬m. a!1 a

ve 1! a ya resmeden dönüşüm

Tz = 1=(z � a) + a

olsun. T birebir ve üzerine oldu¼gundan, TST�1 dönüşümü yaln¬zca bir sabit noktaya

sahiptir:

Ta =1
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Böylece c 6= 0 için

TST�1z = cz + d

dir. ·Iddia ediyoruz ki bu durumda c = 1 dir. Aksi takdirde

f = d= (1� c)

TST�1 in di¼ger bir sabit noktas¬olurdu. Şimdi

z = TSnT�1z =
�
TST�1

�n
z = z + nd

olur ve buradan d = 0 bulunur. Bu nedenle

TST�1 = I

ve

S = T�1IT = I

eliptiktir.

3 (sayfa 88 deki Problem 5).

Çözüm: ·Ilk olarak, a; b 2 C noktalar¬n¬n Riemann küresi üzerinde kaŗs¬l¬kl¬ çap

uçlar¬na kaŗs¬gelmesi için gerek ve yeter koşulun

ab = �1

oldu¼gunu görmek zor de¼gildir. (Kontrol ediniz!) Böylece

b = �1=a

olur.

T , Riemann küresinin eT dönmesine kaŗs¬l¬k gelen bir do¼grusal dönüşüm olsun.

Bu durumda eT nin Riemann küresinin merkezine göre simetrik olan A ve B gibi iki

sabit noktas¬vard¬r. Bu nedenle T nin a ve �1=a gibi iki sabit noktas¬vard¬r.

jz � aj
jz + 1=aj = c
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denklemini sa¼glayan C2 çemberlerini gözönüne alal¬m. Riemann küresi üzerindeki Z nok-

tas¬, düzlemdeki z noktas¬na kaŗs¬gelen nokta olsun. Bu durumda,

jZ � Aj
jZ �Bj =

2 jz � aj =
q�
1 + jzj2

� �
1 + jaj2

�
2 jz + 1=aj =

q�
1 + jzj2

� �
1 + j1=aj2

�
=

jz � aj
q�
1 + j1=aj2

�
jz + 1=aj

q�
1 + jaj2

�
bir sabittir, yani C2 çemberleri, eT dönmesi alt¬nda de¼gi̧smeyen, Riemann küresi üzerinde
"enlemesine" çemberlere resmedilir. Böylece C2 çemberleri T dönüşümü alt¬nda de¼gi̧smez

ve bu bize T nin eliptik oldu¼gunu söyler.

Di¼ger taraftan, T nin eliptik ve a, �1=a iki sabit noktas¬oldu¼gunu varsayal¬m. bu

durumda T , her C2 çemberini kendi üzerine resmeder ve C1 çemberini C 01 çemberine

resmeder. C1 ve C 01 aras¬ndaki aç¬arg k d¬r( 86 ¬nc¬sayfadaki 3 üncü paragrafa bak¬n¬z).

Böylece eT , çemberleri kendi üzerine "enlemesine" olarak resmeder ve steogra�k izdüşüm
konform oldu¼gundan "boylamas¬na" çemberleri arg k dönme aç¬s¬yla di¼ger "boylamas¬na"

çemberlere resmeder. Bu nedenle eT ; C2 çemberi ("enlemesine" çember) üzerinde arg k
sabit aç¬s¬yla döndürüyormuş gibi davran¬r. Bu eT n¬n A;B yi sabit b¬rakan bir dönme

oldu¼gunu ifade eder.

Böylece Riemann küresinin dönmelerini gösteren tüm do¼grusal dönüşümler kesinlikle

a ve �1=a (a = 0 iken �1=a =1 olur) sabit noktal¬eliptik do¼grusal dönüşümlerdir.

4 (sayfa 108 deki Problem 2).

Çözüm: 1) Z
jzj=r

xdz =

Z 2�

0

(r cos t)(�r sin t+ ir cos t)dt

=

Z 2�

0

(�r2 cos t sin t+ ir2 cos2 t)dt
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=
r2

2

2�Z
0

(�2 sin 2t+ i(cos 2t+ 1))dt

=
r2

2
� i� 2�

= �r2i:

2) Z
jzj=r

xdz =

Z
jzj=r

z + r2=z

2
dz

=

Z
jzj=r

z

2
dz +

Z
jzj=r

r2

2z
dz

=
r2

2

Z
jzj=r

1

z
dz

=
r2

2
� 2�i

= �r2i:

5 (sayfa 108 deki Problem 4).

Çözüm: Z
jzj=r

jz � 1j jdzj =
Z 2�

0

��eit � 1�� ��ieit�� dt
=

Z 2�

0

jcos t+ i sin t� 1j dt

=

Z 2�

0

q
(cos t� 1)2 + sin2 tdt

=

Z 2�

0

p
2� 2 cos tdt

=

Z 2�

0

q
4 sin2 (t=2)dt

= �4 cos (t=2)j2�0

= 8:
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