Ders 10: Elastik Gerilim-Deformasyon Baglantisi

Elastik malzemelerde gerilim, gerilimin deformasyon hiz1 ile baglantili oldugu agdali
(viskoz) malzemelerin aksine, deformasyonla ¢izgisel olarak baglantilidir.

Deformasyon nedir?

Kenar uzunluklart Ax, Ay, Az (hepsi birbirine esit) olan bir kiipii tasavvur edelim. Bu kiipiin
bir (u, v, w) miktarinda 6telenmis oldugunu ve ayni zamanda yalnizca x yoniinde ve Au
miktarinda gerilmis oldugunu varsayalim.
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Normal deformasyonlar, uzunluktaki degisimin baslangictaki uzunluga bolimi olarak
tanimlanmaktadir. Dolayisiyla, burada x yoniindeki normal deformasyon (€xy):
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Benzer sekilde, y yoniindeki normal deformasyon:
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Eger normal deformasyon pozitif ise, malzeme o yonde uzuyor (¢ekiliyor), negatif ise
malzeme o yonde kisaliyordur.

Makaslama deformasyonlari, baslangicta dik acili koselere sahip olan bir kutunun dik
acili olmayan koselere sahip bir sekle doniisiim derecesini Olger. Baslangigcta kenar
uzunluklar1 (Ax, Ay, Az) olan ayn1 kutuyu diisiinelim:
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Makaslama deformasyonu, (Ex,= €x), 01 ve 0, acilarinin toplaminin 2’ye bolimii
olarak tanimlanmaktadir. Bizim burada diisiinmiis oldugumuz kiiclik deformasyonlar i¢in:

0,=tan(0,)=Au/ Ay ve 0,=tan(6,)=Av/Ax , 0 zaman:

B _1(Au+Av>_1<6u+6v>
fy = &x T3 Ay " Ax)  2\dy  ox

Elbette, z boyutunu iceren normal deformasyonlar ve kiyaslanabilir makaslama
deformasyonlari vardir. Ancak biz burada kendimizi x-y diizleminde iki boyutla
siirlandiracagiz. Fizik dersinizden, bir kaynak icin Hooke Yasasi’n1 hatirlayalim.

F = —kx

Yeryuvart hakkinda diislintirken de ayni iliskiyi kullanacagiz. Ancak burada birim alana etki
eden kuvveti (gerilim) ve kuvvet ve dtelemeden ziyade deformasyonu tasavvur edecegiz. Ik
olarak normal ve makaslama gerilimlerini tanimlamaliy1z:
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Yukarda ki diyagram deforme olan bir ortam igerisindeki ufak bir kiipe etki eden
normal ve makaslama gerilimlerini gdstermektedir. Normal gerilim, oy, gosterildigi gibi x
eksenine dik olan diizleme etki eden x yoniindeki bir kuvvete karsilik gelen gerilim (disa
dogru pozitif) olarak tanimlanmaktadir. Ayni durum oy, icin de gecerlidir. Makaslama
gerilimi, oy, y eksenine dik olan bir diizeleme etki eden x yoniindeki kuvvete karsilik gelen
gerilim olarak tanimlanmaktadir. 6y bunun tam tersidir. Buna ragmen, oy, ve oy, olmaldir,
aksi takdirde kiip donmeli hizlanmaya ugrayacaktir. Bunun o6tiirii, her iki makaslama
gerilimini 6,y olarak yazmaliy1z.

Simdi, elastik bir malzemedeki yer degistirme ve kuvvet arasinda baglantiy1 kuran
Hooke Yasasti’ndan istifade etmeliyiz. Ancak burada gerilim ile deformasyonu iligkilendiren
iki boyutlu siiriimiinii kullanacagiz.

Oxx=a €xx T Q2€xy T QA3Eyy
Oxy = b1&Exx + by€xy + b3gy,,

Oyy= C1E€xx T CoExy + C38y,y

Burada 9 orantililik sabitesi vardir. Biz bunlardan iki tanesi hari¢ olmak {izere 7’sinden bu
ifadeyi X-Y eksenlerinin dondiiriilmesinde gecerli olmasini gerektirerek kurtulabiliriz: erek
gerceklesmesi suretiyle kurtulabiliriz. Bu ifade, eger yalnizca bir dogrultuda tutulursa en
azindan izotropik bir malzeme icin faydali olmaz. Bu nedenle bir eksen etrafinda 90°C’lik
donme dikkate alinirsa, oy ve €y arasindaki orantililik sabitesinin, oy, ve €,y arasinda oldugu
gibi ayn1 olmak zorunda oldugu aciktir. Bdylece ifadeleri biraz basitlestirebiliriz:

Oxx=arExx T Q2€xy + A3Eyy
Oxy= b1&xx + ba&xy + b3gy,,

Oyy= A1&xx T C2Exy + a3Ey,,

Yalnizca iki bagimsiz terimle, orantililik sabitelerin ¢ogu birbirleriyle baglantili ise, istege
bagli olarak bir 0 acisinda bizim eksenlerini ¢evirirsek, deformasyonla gerilim arasindaki
bagintinin donme altinda 6zdes oldugunu gostermek biraz karisik olsa da kolaydir. Bu iki
terim, A ve p, genel olarak Lame katsayilar1 olarak bilinmektedir.

Oxx= (A+ 214, + gy,
Oxy = HExy

Oyy = Aexx + (A +20) &),y



p makaslama deformasyonu ile makaslama gerilimi arasinda baglanti kurdugundan
makaslama modiilii olarak adlandirilmaktadir. A (benim bildigim) belirli bir adi yoktur.
Ancak, A ve p birlikte toplam kiitle modiilii (K) ile iliskilendirilebilir. Kiitle modiilii, bir birim
kiipliilk malzemenin hacmindeki degisimi bir kiipliik malzemeye uygulanan basingla (negatif)
iliskilendirir. Elbette bu hesaplamayu ii¢ boyutta yapmaliyiz. Ilk olarak, basmcim kiipiin biitiin
yiizeylerine uygulanan ortalama normal gerilim oldugunu dikkate almaliy1z. Boylece

-P=(0xx + 0y, + 0,,)/3

Daha sonra, birim kiiplin hacim artiginin, normal gerilimle su sekilde iligkilendirilebilecegini
isaret ederiz:

AV =(1+ gxx)(l + Syy)(l + gzz) —1mey t &y T €z

Son olarak, bizim gerilim-deformasyon ifadelerini normal gerilim/deformasyon i¢in ii¢ boyuta
genisletmemiz sonucunda asagidaki denklemleri elde ederiz:

Opx= (A+ 2 e + Ay, + Agy,

Oyy = Aexx + (A +2W)ey, + Aeg,

Opz = Aexx + A8y, + (A + 21)€,,

Biitiin bu denklemler eklenirse

Oxx + Oyy + 0,, = BA2U)(Exx + €y + &57)

veya

-P=AV (A 2w/3) = KAV

Boylece kiitle modiilii, K, ile Lame katsayilari ile arasindaki baglanti:

K = (\2w/3)

Sismik Dalga Denklemi

Sismik dalgalar, jeolojik deformasyon dlgegine (milyonlarca yil) gore ¢cok kisa zaman
Olceklerinde (saniyenin kesirlerinde) kabugun, mantonun ve c¢ekirdegin elastik
deformasyonuyla hareket ederler.

Biz sismik dalga denklemini, p ve A Lame katsayili elastik bir malzemede gerilim-
deformasyon iligkisinde tiiretebiliriz. Bu genel ii¢c boyutlu durumda gercek bir sismolog
tarafindan yapilabilir. Fakat biz burada yalnizca basit diizlem P ve S dalgalar i¢in dalga
denklemini tiiretecegiz. Simdi P dalgalariyla baslayalim ve x-yoniinde ilerleyen bir dalgay1
tasavvur edelim. Dalga treni, v, hiziyla ilerleyen bir enerji paketinden olusturmaktadir; Bu

enerji paketi igersinde, elastik malzeme x-istikametinde ileriye geriye dogru titrer. Bir diizlem



dalga i¢in, y- ve z-yonlerinde hizda veya yer degismede degisim yoktur. Bu nedenle, y- ve z-
cinsinden biitiin tiirevlerin 0 oldugunu tasavvur edebiliriz.

Ana fizik F=m®*a’ Oziline kadar kisalmaktadir: Jeolojik zaman Ol¢eklerinde herhangi bir
kuvvet dengesinde ivme ve moment terimleri (¢ekirdek disinda) etkin olarak 0’dir. Ancak ¢ok
kisa donem deformasyonu i¢in ivme Onemlidir. Aksi takdirde dalgalar olmazdi. F=m.a
formiiliiyle baslayalim ve bunu Ax, Ay, Az boyutlu bir kiip malzemesine etki eden kuvvetler
cinsinden yazalim. Bdylece:

2
[02x (x + Ax)AyAz] — [0 (x)AyAz] = (pAxAyAZz) <2t12£>

veya bunu Ax, Ay, Az‘ye bolerek ve Ax’in kiigiik olmasina gore limitini aldigimizda

00y (0%u
o, Plae

dir.

Simdi 0,,’1 6nceki kisimda tiiretilmis denklemleri kullanarak normal deformasyonla yer
degistirelim:

0 d%u
Z [(A + 2W)]exy + Aeyyl = p 9t?

Onceki boliimden yer-degistirme tiirevleriyle &, ve &y, 'nin nasil iliskilendirilecegini

biliyoruz. Bu yerlestirme yapilirsa asagidaki denklem elde edilir.

ol a0 ()1 (5] =0 (55)

Ayrica bu, p ve A’nin sabit olusunu dikkate alarak ve bu tiir diizlemsel dalga i¢in y’ye gore
biitiin tiirevlerin “0” oldugu hatirlanarak daha da yalinlastirilabilir. Boylece:

0%u 0%u
v (53) =0 (5 )

Son olarak asagidaki baglantiy1 elde etmek icin bolebiliriz:
[?» + 2 0%u
6X2 ot?

Bu x-yoniinde ilerleyen bir diizlemsel P dalgasi i¢in dalga denklemidir. Bu, harmonik bir
oskilator icin hareket denklemini hatirlatmalidir. Bundan, bir malzeme iginden dalganin
ilerleme hizin1 kolayca bulabiliriz. Bunun bir gurup hizi oldugunu, herhangi bir noktada

malzemenin hareket hiziyla ayn1 olmadigini animsamaliyiz. v, hiziyla ilerleyen bir (dispersif



olmayan) bir dalgamiz oldugunu varsayalim. Daha sonra, dalganin sekli u(x-vpt) olacaktir.
Burada u’un dalga dolayisiyla meydana gelen yer degistirmeyi tarif eden bir fonksiyondur.
Bunu yukaridaki denklemde yerine yerlestirirsek asagidaki denklemleri elde ederiz:

[?\,-I-Z],t

5 u'(x — vpt) = vp2u”(x — vpt)

ya da

A+ 2p
v, = P

Ayni islemleri kullanarak, diizlemsel bir S dalgasinin hizinin

A L
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oldugunu gostermek kolaydir. Dalga denklemini yalnizca basit diizlemsel dalgalar igin
tiiretmis olmamiza ragmen, elde etmis oldugumuz P- ve S-dalga hizlar biitlin sismik dalgalar

icin gecerlidir. Bazen P-dalga hizim1 lame katsayisi A yerine, K, kiitle modiilii cinsinden
yazilmis oldugunu goriirsiiniiz:

,(K +4u/3
v, = Y



