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Ders 10

Gunaydin. Oyle gériiniiyor ki sabah 9:30 herkes icin daha erken olmaya basladi.
Evden bizi izleyen herkese merhaba.. Bence sdyle bir kural olmali: Eger bizi
videodan izlemek isterseniz bunu sadece dokuz otuz onbir arasi ve Pazar gunleri
yapabilirsiniz demeliler; veya o saatte baglamalisiniz demeliler ki bizim
sabahlarimizin ne oldugunu hissedebilin. Bugun dengeli arama agagclari
hakkinda konusacagiz. Bu konuya bir suredir atif yapiyorum. Bugunku hedefimiz
icinde yerlestirme, silme yada arama yapabilecegimiz ve bunlari log n suresi alan
islemlerle gercgeklestirebilecegimiz bir arama agacinin veri yapisini olusturmak
olacak. Yani oyle bir agag istiyoruz ki bunun yuksekligi mutlaka log n olsun. Bu
dengeli bir arama agacinin veri yapisidir.

istedigimiz veri yapisi éyle olsun ki n sayidaki elemandan olusan bir dinamik seti
log n zamaninda igleyebilsin. Yani sOyledigimiz gibi bu agacin yuksekligi log n
duzeyinde olsun. Simdi daha dikkatli bakarsaniz aslinda bir arama agaci veri
yapisini tanimlamadik; bir ikili arama agacinin veri yapisini tanimladik ve bu o
turlerden sadece biridir. Bugun bunun Uzerine odaklanacagiz. Ve gelecek etutte
de biz, daha dogrusu siz ikili olmayan dengeli arama agagclarina bakacaksiniz.

Her dugumun ya da dalin sabit sayida ardili yani ¢ocugu olabilir; mutlaka iki
olmasi sart degildir. Simdi genelleme yaparak tanimlama yapiyorum. Genel
anlamda bir veri agacini daha sonra goreceksiniz. Bugun sadece ikili veri
agagclari Uzerine odaklanacagiz. Simdilik bunu tanimlamayacagdim. Aslinda birgok
degisik dengeli arama agaci veri yapisi vardir. Simdi sdyleyeceklerim bunlarin
arasinda benim bildiklerim. Bunlarin birincisi buyuk harfle AVL agaglari. Bu 1962
de icat edilmisti ve bu hizli veri yapilarinin baslangicini olusturdu. Bundan
sonraki U¢ tanesi aslinda ayni zamanda gelistiler ve bu haftaki etltte bunlari
inceleyeceksiniz. Yani bunlar ikili olmayan agdagclar. ikili olanlarin yani sira ikili ve
ucll veya iki, Ug ve dorduncu dereceli agaclar vardir; ya da B genel kavram
dereceli agaglar olur.

iki-i¢ agaglari bulunan ikinci agaclardi ve 1970 de Hopcroft tarafindan icat
edildiler. Bugun inceleyecegimiz agacglara kirmizi siyah agaglar denir. Bunlar
garantili bir logaritmik yuksekligi olan ikili arama agaglaridir. Bunlarin diginda
baskalari da var. Gelecek hafta skip listleri yani atlama listelerini inceleyecegiz;
bunlar tam anlamiyla aga¢ degil ama agac¢ benzeri seylerdir.. Ve bu haftaki
problem setinizde inceleyecedimiz treap’ler ama bunlarla ilgili fazla
konugmayacagim.

Ama bunlari elde etmek bir bakima oldukca kolay ¢unkl gecen hafta isledigimiz
konulara dayaniyorlar. Hatirlarsaniz gegen hafta eger rastgele yapilanmig bir ikili
arama agaci olugturursak bunun beklenen zaman acgisindan yuksekliginin log n
oldugunu gormustik. Treap’ler de bunlari dinamik yapmanin bir yoludur yani n



sayida elemanin olusturdugu statik bir set yerine, bu listelerde yerlestirme ve
silme yapabilirsiniz ve bunlan verimli rastgele permutasyonlar kullanarak bir
agacin icine yerlestirebilirsiniz. Yani bir bakima bu en kolayidir. Bu ayni zamanda
en yakin zamanda bulunun arama agaci yapilarindan biridir. Bunu iki geometrici
Rimon Sidell ve Aragen 1996 da icat ettiler. Yani bunlar arama agaci veri
yapilarinin sadece bir kagl. Bu sinifda incelemeyecegimiz tek tur AVL agaglari
olacaktir. Bunlar da c¢ok zor degildir; eger ilginizi ¢ekiyorsa kendiniz
okuyabilirsiniz ¢unku bunlar eglencelidir. Hatirladigim kadariyla bunlarla ilgili
kitapta da bir problem var.

Ama bugun biz kirmizi siyah agaglara odaklanacadiz ve bu basit bir fikirdir.
Belirli bir yolla logaritmik yuksekligi garanti eder ve boylece tum islemler log n
suresinde desteklenir. Evet, bunlar BST yani ikili arama agaglaridir; bunlarin her
dugumunde bir parga ek bilgi vardir ve buna renk alani yani color field denir. Bir
renk alani olan agaca kirmizi siyah aga¢ denebilmesi igin kargilamasi gereken
bazi ozellikler vardir. Bunlara kirmizi siyah ozellikler adi verilir. Bunu yazmak
biraz zaman alacak ama temelde bayadi kolaydir. Onun icin 6nce bunlar
yazacagim, ondan sonra bunlarin ne anlama geldigini agiklayacagim. Bunlarda
dort 6zellik vardir.

Birincisi ¢ok kolaydir. Her dugum ya kirmizi ya da siyahtir; bdylece kirmizi siyah
agac¢ adi ortaya c¢ikar. Yani renk alani kirmizi veya siyah oldugunu belirten tek
bittir. Kirmizi dugumleri ¢ift daire icine alarak belirtecegim ¢unkl burada renkli
tebesirim yok ve siyah dugumleri de tek daire icine alacagim. Buyuk bir ihtimalle
sizin de renkli kalemleriniz yoktur onun igin bu bizi bir dertten kurtaracak. Kirmizi
cift daire; siyah ise tek daire olacak.. Ve biz bazi agilardan siyah dugumleri tercih
ederiz. Kirmizi dugumler aslinda bize bayagdi sikinti yaratir ve bunu gorecegiz.

Evet, ikinci 6zellik kokin ve yapraklarin hepsinin siyah olmasidir. Ve burada
kUguk bir numara yapacagim; ikili arama agaclarini gegmiste yaptigimizdan biraz
daha farkli igleyecegim.

Normalde bir agaci dustindugunizde akhniza bir takim dugumler gelir. Her
dugumun ya 0, ya 1, ya da 2 ¢ocugu vardir ve sOyle bir seydir. Bir ¢gocugu
olmayan her dugumun ardillar oldugunu hayal edecegim ve oralara birer nokta
koyacagim; bunlar harici dugumler olacak ve bunlara yaprak diyecegim. Aslinda
normal olarak yapraklar su elemanlar olmaliydi. Ben burada her olmayan ¢ocuk
isaretleyicisi yerine bir yaprak ekleyecedim. Ve bunlar benim yapraklarim olacak.
Bunlar aslinda o dugumlerden gelen NIL pointers yani 0 isaretleyicileridir.
Bdylece her i¢ dugumuin tam iki gocugu olur ve her yapragin sifir gocugu olur.
Soylemek istedigim bunlar siyah ve ikinci kuralima gére bu da siyah. Simdi
Ozellikler biraz daha ilging hale geliyor. Her kirmizi dugumun atasi siyah olacak.

Yani ne zaman bir kirmizi dugumum olursa bunun atasi siyah olmak zorunda; tek
daire olmak zorunda. Boylece baska bir yaklagimla bir agacgtaki herhangi bir yolla
baktiginizda hi¢bir zaman ardarda gelen iki kirmizi dugum goéremeyeceksiniz. En



¢ok kirmizi siyah kirmizi siyah olabilir. Ardarda gelen siyah dugumler olabilir ama
higbir zaman iki kirmizi dugum ardarda olmayacak. Simdi son bir kuralimiz daha
var. Bu kural bu yollarla ilgili birazcik daha agiklama getiriyor. Bu son kurala gore
tum basit yollarda, yani dugumlerden sonra vertex yani ug¢ noktalarin
tekrarlanmadigi yollarda, x digimuinden X'in ardil yapragina kadar olan butin
yollarda mutlaka esit sayida siyah dugum vardir.

Simdi bir sekil ¢gizmek istiyorum. Elimizde bir aga¢ var; bu adacta bir x diGguim
var. Bu x dugumunden asagilarda olan tum yapraklara kadar butun yollara
bakiyorum. Bu yollarin hepsinde esit sayida siyah dugum olmali. Burada her
birine dort tane siyah dugum gizecegim; yapragin kendisi ve u¢ tane de onun
ustiinde olacak. Uglincli 6zellikten biliyoruz ki bu digimlerin en az yarisinin
kirmizi olmasi gerekiyor, ¢cunku kirmizi dugum durumunda onun atasi mutlaka
siyah olmak zorundadir.

Ama ben butun bu yollardaki siyah dugumlerin sayisinin birbiriyle ayni olmasini
istiyorum. Surada siyah yukseklik i¢in yeterli yer birakmamisim; bu nedenle bunu
suraya yazacagim. Bu tum yollar i¢in ayni olmak zorunda ama 6zellikle bu sayimi
yaparken Xxin kendisini saymiyorum. Evet x siyahsa, buna siyah yuUkseklik
diyorum, ve X’ in siyah yUksekligi dort oluyor. Yani x kendisi de siyah olsa, siyah
yuksekligi yine de dort olacak. Burada bunlar algoritmalari daha aciklayici hale
getirmek icin klguk detaylardi; simdi bir kirmizi siyah agag¢ drnegine bakalim.

Size bir ornek gosterecegdim ve bu Ozelliklerle neden ilgilendigimizi sOyleyecegim.
Evet, bu agacin bir takim 6zellikleri var. Her seyden dnce bu bir ikili arama agaci.
Bunu sirasiyla gegis ile kontrol edebilirsiniz. Su sayilari sirali bir duzende size
verecektir: 3, 7, 8, 10, 11, 18, 22 ve 26. Bu bir gecerli ikili arama agacidir.
Simdilik bu yapraklara herhangi bir anahtar koymadan ekledik. Bunlar simdilik
bosta duruyorlar. Sunlar sifir isaretleyicileridir.  Yani sunlarin hepsine sifir
diyebilirsiniz. Herhangi bir ardil olmadigindan bunlari orada sadece isaretledik.
Sonra da bazi duagumleri ¢ift daireyle isaretledim ¢lnkd bunlar kirmiziya
boyanacak. Eger bunu yapmasaydim o zaman siyah yukseklikler birbirlerine
uyum gostermezdi. Bu nedenle biraz dikkatli olmak zorundayim. Her dugumden
asagidaki ardil bir yapraga kadar olan siyah dugumlerin sayisini 6lgmek istiyoruz.
Ornegin 0 isaretleyicilerin siyah yiksekligi 0’dir.

lyi, bu her zaman bir cevaptir. Yani bu elemanlarin siyah yiikseklikleri her zaman
0’dir. Bunu burada sadece belirtecegim. Bunlarin siyah yukseklikleri 0’dir. Pekiyi,
3’Un siyah yuksekligi nedir? 0 mi? Tam anlami ile degil ¢linkid bu dugumler
siyahtir. Boylece siyah ylksekligi 1 olur. Burada (3) U saymamakla haklisiniz;
aslinda o siyahti ama sayllmamasi gerekir. Sayimda bu hesaba katilmaz, ama
yapraklar katilir. Burada sadece iki yol var ve her ikisinde de ayni sayida siyah
digum var ve zaten dyle de olmasi gerekir. Buraya bakacak olursak, érnegin 8’e,
bunun da siyah yuksekligi 1, ama kendisi kirmizi. Tamam ayni sey 11 ve ayni
sey 26 icin gegerli. Bunlarin her birinin sadece iki yolu var. Ve her yolda bir siyah
dugum var.



10; bunun siyah yuksekligi nedir? Hala 1’ dir, gizel ¢lunkld biz 10’'un kendisini
saymayiz. Burada yapraklara dort tane yol var her birinin icinde sadece 1 siyah
digum var arti kok var ve bunu saymiyoruz. 22; ayni seyin olmasini umuyoruz.
Bu giderek daha ilging hale geliyor. Burada bir yol var ve onun uzerinde de bir
siyah dugum var. Burada daha uzun olan bagka yollar da var. Ama bunlarin
uzerinde de sadece 1 siyah dugum var. Yani eger kirmizi dugumleri gérmezden
gelecek olursaniz butun yollarin uzunlugu birbiriyle ayni. Tamam, simdi 18,
bunun daha buyuk olacagini umuyorum; burada siyah yukseklik 2 olmali, gunku
bu yollarin her birinde bir siyah digum var ve yapraklar da da bir siyah dugum
var; veya bir siyah dugum burada ve bir siyah dugum de yapraklarda.

Ve son olarak da kokun siyah yuksekliginin 2 olmasi gerekiyor. Burada bunu
gormek daha kolay tahmin ediyorum. Bu yollarin her biri 2 siyah dugum igeriyor.
Burada da ayni sey oluyor. Evet, umarim bu 6zelliklerin bir anlami olur. Bunlarin
hepsini kontrol etmedik. Her kirmizi dugumun bir siyah atasi vardi. Bu yollara
soyle bir bakarsak, bir kirmizi bir siyah olarak duzenlendigini goruruz; ya da
sadece siyahlardan olugsan bir demet var. Ama higbir yolda iki kirmiziyi arka
arkaya koymuyoruz. Kok ve yapraklar siyah, ¢unkl biz bunu tanim evresinde
kabul ettik. Her dugum, ya siyah ya da kirmizidir; tamam bu kolaydir. Bu belirli bir
Ozellikler seti ama bu evrede biraz rastgele gibi gorintyor. Bunun sonugclarini
gordigumuz zaman daha fazla anlam kazanacak.

Ama burada gerceklestirmeye calistigimiz bazi amaglarimiz var. Bunlardan biri,
bu ozelliklerin agacin logaritmik bir yluksekligi olmasini saglamasi ve bunun da
log n duzeyinde olmasidir. Ve bu da saglaniyor fakat su anda ¢ok acik degil. Bu
tum Ozellikler bir araya getirildiginde ortaya cikacak. 3 ve 4’'ncu Ozellikler ana
Ozelliklerdir. Ama temelde bunlarin hepsine ihtiyaciniz olur. Bu Ozelliklerden
baska bir beklentimiz de bunlarin bakiminin bir sekilde kolay olmasi. Aslinda igin
basinda bu 6zelligi karsilayan bir agag¢ yaratabilirim; 6érnegin biraz dikkatli olmak
kaydiyla, mukemmel dengeli bir ikili agaci alip butun dagumlerini  siyah
yaparsam, bu Ozelliklerin hepsini karsilayacaktir. Ama bu kirmizi siyah bir
agactir. isin basinda bu 6zellikleri saglamak o kadar zor degildir; sasirtici olan
bunlarin bakimi konusudur.

Bu agaca bir dugum eklemek ve bu agagtan bir dugum ¢ikarmak istedigimde
bunun ¢ok zor olmamasini istiyorum. log n suresinde tum bu oOzellikleri yeniden
yapilanmasini istiyorum. Evet, bu aslinda en zor kisim olacak. ilk yapacagimiz
sey, bu oOzelliklerin agacin yuksekliginin mutlaka log n duzeyinde olmasi
gerektigini ima ettigini kanitlamak olacak. Boylece veri yapisindaki aramalar ve
sorusturmalar hizli galisacaktir. Burada zor olan sey bu ozelliklerin ilk bagstaki
ozellikler degistikten sonra da gecerli ve dogru olarak kalmasidir.

Haydi kirmizi siyah bir agacin yuksekligine bir goz atalim. Boylece bu o6zelliklerin
nereden geldigini ve bunlari neden segtigimizi anlamaya baglayacagiz. Buradaki



iddiam, n anahtari olan kirmizi siyah bir agacin yuksekliginin, (buradaki
dugumleri hesaba katmiyorum c¢unkl sadece i¢ dugumleri saymak istiyorum;
buradaki ekstra yapraklar ve ekledigim seyleri de hesaba katmayacagim), en ¢ok
(2 kere n log(n+1), yani (logaritma n) duzeyinde olacagidir. Ama burada iki
dizeyiyle ifade edilen kesin bir sinirlama var. Bunun kaniti kitapta timevarim
yoluyla verilmistir ve bunu okumaniz gerekir.

Ben burada daha c¢ok bu kanitin ana hatlarini verecegim. Ama siz kesin kaniti
da, timevarim yoluyla yapilan kaniti da okumalisiniz, gunku timevarim yontemi
ile kanitlamada pratik yapmak iyidir. Buna karsilik kanitlama skegi sizde daha
cok sezgisel bir yaklagim gelistirir ve kirmizi siyah agaglarda ne oldugunu daha
iyi anlarsiniz ve gelecek etude de bir giris yaparsiniz; bu simdiden soyleyeyim.
Bu tahtay! bos birakacagim ve suraya gegecegim.

Simdi yapacagim ilk is bu agacta bazi degisiklikler yaparak bizim tanidigimiz bir
hale getirmek. ilk yapacagim ana sey de her kirmizi diigimu, onun atasiyla
birlestirmek olacak. Biliyoruz ki kirmizi bir digumun atasi siyah olmak
zorundadir. Boylece her kirmizi dugumu, onun siyah atasiyla birlestirecegim.
Simdi suradaki hale bir bakalim. Su kirmizi digimua alacagim onun atasiyla
birlestirecegim, bu kirmizi digumu alip, onun yoluyla birlestirecegim ve boyle
devam edecegim. Su yukarida ulagamadigim bir tane var. Onun igin buraya bu
sekli bir daha gizecegim. Boylece 7 yani en Ustteki dugum simdi 7/18 olacak. Bu
ikisi birbiri ile birlesti fakat bunlardan baska birlesen olmadi.

Sonra solda 3 var. Ona katilan olmadi ve normal olarak birkag yapragi var. Simdi
bakarsaniz, -- ama bunu bir kez daha c¢izmeliyim. Simdi bu dugumleri
birlestiriyorum ve buradaki dugumlerin de hepsini birlestiriyorum; c¢inkld bu
kirmizi digumlerin her biri su siyah digume katilacak. Ve bu iki dUgumu de bir
araya getiriyorum. Su kirmizi dGgumu su siyah dugumaun igine koyuyorum.

Simdi kok tarafindan sdyle bir bakarsaniz, bu 7/18 oldu. Bundan u¢ ¢ocuk yada
ardil sarkiyor. Bunu su sekilde cizmek istiyorum ama once tahtayr asagiya
cekebilmem lazim. lyi, bdylece 7 ile 18 arasinda bu kiime digimi var; yani 8/10
ve 11’den olusan bir birlesik dugum var. Ve bu digumden de sarkan dort yaprak
var. Ve sag tarafta 18 den sonra 22/26 kiime digumum var ve bundan da sarkan
3 yaprak var. Evet, olduk¢a garip bir aga¢ oldu ¢unku bugune kadar hep ikili
agaclarla ugrastik ama gelecek derse bir 6n hazirlik olarak bunu kabul edin.
Bunun adi 2-3-4 agacidir. Buna neden 2-3-4 agaci denildigi konusunda tahmini
olan var mi? Evet, yapraklarin diginda her digumun 2, 3 veya 4 ¢ocugu ya da
ardili olabilir. Sadece yapraklarin gocuk sayisi 0’'dir. 2-3-4 agaclarin daha dnce
ima edilen hos bir 6zelligi daha vardir. Aslinda iki gocugunun mu, U¢ ¢gocugun
mu, dort gcocugun mu olacaginin gergek bir kontrolU yoktur; ama burada baska
bir hos 6zellik vardir. Evet? Butun yapraklar ayni derinliktedir, tamamiyla dogru.
Agactaki butin bu elemanlarin derinlikleri aynidir; bu neden bdyle olur?
Doérduncu 6zellik nedeniyle..



Gelecek derste bu 6zelligin nasil muhafaza edilecegini goreceksiniz. Ama bu
transformasyon yada dondstmden sonra butun yapraklarin ayni derinlikte oldugu
sonucu ortaya ¢ikar; ¢unku bunlarin derinlikleri veya diyelim ki agac¢ igindeki
yukseklikleri bunlarin siyah yuksekligidir. Ve bu yapraklarin derinligi kokin de
siyah yuksekligi olacaktir. Kirmizi dugumlerin hepsini kaldiriyoruz ve dedik ki bir
yola baktigimizda ve kirmizi dugumleri ihmal ettigimizde, o yol Uzerindeki siyah
digimlerin sayisi aynidir. Simdi temelde butin siyah dagiamleri yerinde
birakiyoruz.

Ve boylece butin bu yollardaki siyah dugumlerin sayisi ayni olacaktir. Bu
nedenle de her yaprak ayni derinlikte olacaktir. Bu ozelliklerin bir kismini
yazayim:

Her i¢ dugumun 2 ile 4 arasinda ardili olur ve her yaprak ayni derinlige sahip
olur, ve bu kokun siyah ylksekligine esittir. Bu 4’GUncli 6zellikten kaynaklanir.
Tamam, simdi bu bize bir surt sey anlatiyor. Aslinda bu donusum, temelde
kirmizi dugumleri gormezden geliyor. Boylece sadece siyah dugumlere
odaklandiginizda ylUkseklik, siyah ylUkseklik oluyor. Siyah yukseklik de bize kokle
yapraklar arasindaki tum yollarin ayni uzunlukta oldugunu soyluyor. Bu nedenle
tum bu dugumler ayni duzeydedir. Yapraklarin ayni duzeyde olmasi iyi bir seydir,
¢unkd bu agacinizin olduk¢a dengeli oldugu anlamina gelir. Eger bir agaciniz
varsa ve butun dugumlerden dallanmalar oluyorsa ve bunlarin da en azindan iki
cocugu varsa ve tum yapraklar da ayni duzeyde ise o zaman bu agac oldukga
dengeli bir durumdur. Tamam, simdi bunun bir formunu kanitlayacagiz. Bu
agacin yuksekligine h’ diyecegim. Orijinal agacin yuksekligi h idi. Burada
sinirlamak istedigimiz de buydu. Bu nedenle yapilacak ilk sey h’ nu sinirlamaktir.
Sonra da hile h’ arasinda bir iliski kuracagiz.

Tamam, ilk soru bu agacta ka¢ tane yapragim olacagi oldugudur? Ve hangi
agaca baktigim da farketmez ¢unku yaprak sayisiyla ilgili herhangi bir degisiklik
yapmadim. Batln yapraklar siyahtir. Bu nedenle yapraklar hi¢ degismedi. Su
agacta, dolayisiyla bu agacta kag tane yaprak vardir? Afedersiniz? 9, evet dogru
9 tane var ama ben daha genel sordum, kusura bakmayin. Bu Ornekte 9 tane
var. Kag tane anahtar var? 8, bu durumda genelde 9'u 8’in bir fonksiyonu olarak
nasil yazarsiniz? 9'un veya 8’in buyuk degerleri igin.. Afedersiniz? Arti 1, guzel,
dogru cevap tahminle geldi n+1. Pekiyi, neden n+1?

Suradaki ikili aga¢ durumuna bakarak neler olup bittigini anlamaya galigalim. Ne
zaman bir anahtariniz varsa orada iki tane dal oluyor. Ve bu ¢ok iyi bir kanit
degil. Burada dallanan ikili aga¢ dedigimiz bir yapi var. Her i¢ dugumun en az iki
gocugu yani ardili var. Ve biz yaprak sayisini, igsleme alinan i¢ dugumlerin sayisi
cinsinden hesapliyoruz. Bir agactaki yapraklarin sayisi, yani dallanan bir agactaki
yapraklarin sayisi her zaman i¢ dugumlerin sayisi arti 1.

Bunu bilmeniz gerekir. Bunu tumevarimla kanitlayabilirsiniz. Evet, yapraklarin
sayisi n+1'dir Eger tek ¢ocugunuz varsa bu gecerli olmaz. Bunun gegerli olmasi
icin her i¢c dUgumun dallanma faktérinin 2 olmasi gerekir. Evet bu bir either



agacidir yani ne de agacidir ve simdi de yapraklarin sayisi ile agacin yuksekligi
arasinda bir iligki ¢cikarmak istiyoruz. Evet, burada kullanabilecegimiz iyi bir iligki
ne olabilir? Ka¢ yaprak oldugunu kesinlikle biliyoruz ve bu bir sekilde bizi n ile
iligkilendirecektir. Bizi ilgilendiren yUksekliktir ve bu agacin yuksekligine bakalim.
Simdi elimde bir 2-3-4 agaci varsa ve bunun yuksekligi h’ ise, bunun kag¢ yapragi
olabilir? Buradaki en ¢ok ve en az yaprak sayisi ne olacaktir? 2 tzeri h den 4
Uzeri h kuvvetine. yada h’ kuvvetine kadar..

Bdylece 2-3-4 agacindaki yapraklarin sayisinin en fazla 4’ Gn h’ kuvvetine kadar
gidecegini biliriz; ¢uinkl bir digimden en fazla 4 dal ayrilabilir. Ve ayrica
yapraklarin sayisinin en az 2’nin h’ kuvvetine kadar olacagini biliyoruz; guinki her
diigimde en az 2 dallanma olabilir. iste anahtar budur. Bunlardan sadece biri ile
ilgileniyorum, o da su. Yani 2'nin h’ kuvveti en ¢ok n+1’e esit olabilir. Yani
buradaki yapraklarin sayisi n+1’dir. Bunu kesinlikle biliyoruz. Bu nedenle bunu
yeniden yazariz ve her iki tarafta da logaritma aliriz. Bu durumda h’ en ¢ok n+1’in
logaritmasi olabilir. Boylece hog, dengeli bir aga¢ elde ederiz. Bu yeterince
sezgisel olmali. Eger her dugumden iki dal ¢iksaydi ve butun yapraklar da ayni
duzeyde olsaydi bu mukemmel bir aga¢ olurdu. Bu durumda da bunun yuksekligi
logaritma 2 tabaninda n+1 olurdu; tam anlami ile n olmazdi.

Bu agacin yuksekligi olmalidir. Burada daha fazla dallanma olabilirdi ve bu sekli
bir bakima daha da siglastirabilirdi. Yani ayni yukseklikte daha fazla yapragim
olabilirdi. Ama bu, sadece benim igin iyidir. Bu yuksekligi yapraklarin sayisi
bazinda azaltir. Burada n+1 yapraklarin sayisi idi. Bu hos oldu, agacin yuksekligi
ile ilgili kolay bir Ust sinir elde edildi. Aslinda bizim ilgi alanimiz su agacin
yuksekligidir; bu nedenle h’yu h' ile iligkilendirmek istiyoruz.

Bunu nasil yapabilecegimizle ilgili herhangi bir oneri var mi? Bu indirgenmis
agacin yuksekliginin sundan ¢ok da fazla kiguk olmayacagini nasil biliriz? Bunun
en fazla log n oldugunu biliyoruz. Bunun da en ¢ok 2 log n+1 olmasini istiyoruz;
yani yaniti biliyoruz. Teoremi sdylemistik. Afedersiniz? Dogru uglncu 6zellik bize
her siyah duUgum icin sadece bir kirmizi dugumumuz olabilecedini sdyluyordu. Bu
durumda en fazla kirmiziyla siyahi birbiriyle degistirebiliriz.

Egder kokten bir yapraga kadar giden bu yollara bakarsak, burada olabilecek
kirmizi dugumlerin sayisi en ¢ok o yolun yari uzunlugu kadar olacaktir. Ve biz
tum yollarin en buyuk degerini alirsak bu agacin yuksekligini verecektir. Yani
h’nin en ¢ok 2 garpi h’_oldugunu biliriz. Bagka bir deyisle, h Usslini en az h nin
yarisi olacak sekilde dustinmek kolaylik getirir. Cunkl, bunu dogru yaptigimi
varsayarsam, her kdk-yaprak hattinda en fazla dugumlerin yarisi kirmizi olabilir.

Yani en azindan yarisi siyah olmak zorundadir. Ve butin siyah dugumler bu
sekilde gosterilmis oldugundan, elimizde su baginti olabiliyor: h en ¢ok 2 kere
log(n+1)’dir. Tamam, bu oldukga kolaydi. Ama unutmamaniz gereken bir sey var;
bu agacin dengeli olmasi lazim ve bu ikisi birbirinden ¢ok farkli degil. Gelecek



etitte bu formdaki agaclarla nasil islem yapacaginizi goéreceksiniz. Bunu
yapmanin akillica bir yolu var. Bunlar 2-3-4 agaclari. Bugin biz sadece kirmizi
siyah formdaki agaclarla islem yapacagiz. Ve buglnklu derste goreceklerinizle
gelecek etutte goreceginiz islemler aslinda ilk bakista birbirinden ilgisiz gibi
gorunecek..

Ama aslinda birbirleriyle aynidirlar; sadece benzerlik biraz gizlidir. Evet, iyi haber
buydu. Simdi biliyoruz ki bdtin kirmizi siyah agaclar dengeli. Yani, eger
agacimizin kirmizi siyah bir aga¢ olarak kaldigindan eminsek, o zaman her sey
yolunda demektir. Burada her seyin yolunda olmasini agacin yuksekliginin her
zaman log n olarak kalmasi seklinde yorumluyorum. Kirmizi siyah bir agacta
sorgulama yaptigimda ki sorgulamalar arama, belirli bir anahtari bulma, en kuguk
degeri bulma, en buyuk degeri bulma, bir ardili bulma, ya da bir atayr bulmak
seklinde yorumlanabilir ve bu sorgulamalari biz ikili arama agacinda gormustuk.

Ve bunlari n duzeyindeki yukseklik suresinde nasil ele alacagimizi biliyoruz.
Buradaki yukseklik de log n, onun igin bir kirmizi siyah agactaki islemler de log n
duzeyinde zaman alacaktir. Yani sorgulamalar oldukga kolay.

Sorgulamalarla ilgili bize avantaj saglayan buradaki dengedir ve bu bir sUrpriz
degildir; biliyoruz ki denge olmasi iyi bir seydir. Zor olan sey guncellemeleri
yapmak olacak. Ve buradaki baglamda guncelleme, araya sokma ve silme
demektir. Genellikle veri yapilarinda biz sorgulama deyince bu veri yapisindaki
bazi sorulari sormak ondan sonra da yapinin igindeki veriyi degistirmeyi kast
ederiz. Ve ¢ogu zaman biz bu isi yaparken dinamik setleri disunuartz. Dinamik
setleri bir elemani eklemek ya da ¢ikarmak seklinde degistirebilirsiniz. Burada
her tiirl(i soruyu da sorabilirsiniz. Oncelikli kuyruklarda baska tiirlii glincellemeler,
ornegin en kugugu sil tipi gincellemeler de olabilir.

Burada biz minimumu bulduk, sonra bunu silebiliriz. Tipik olarak bu iglemler bizi
ilgilendiren iglemlerdir. Ve bunun gibi iglemleri yapmakla, guncellemeler ve
sorgulamalarla ilgili konusacagiz; ilgili konu ne ise bunlari konusacagiz. Problem
setlerinde destekleyebileceginiz ¢esitli sorgulamalar goéreceksiniz.

Tamam, biz guncellemeleri nasil destekleyebiliriz? Elimizde ikili arama agaci
araya yerlestirmeleri vardi ve bunlara agag¢ araya yerlestirmesi diyoruz.

ikili arama agaci silmeleri var ve bunlara da agac silmeleri diyoruz. Bunlar ikili
arama agacinin ozelliklerini korur ama her zaman dengeyi koruyabildiklerini
sOyleyemeyiz. Birkag tane dugumu araya yerlestirebiliriz. Yeni minimum
elemanlar eklemeyi surdurursek, isin sonunda gercekten bir uzun yol elde ederiz.
Bu agidan bakarsak bu uygulamalar kirmizi siyah 6zellikleri korumazlar ¢unku biz
basinda kirmizi siyahin dengeyi ima ettigini biliyoruz. Ozellikle de biraz dnce
sildigim birinci 6zelligi karsilamazlar ki bu da her dugumun ya kirmizi ya da siyah
olacagiydi. Bu uygulamada bir dugum ekleyebilirsiniz ama ona bir renk
vermezsiniz. Bu nedenle ek olarak buna bir de renk atamamiz gerekir. Ve bunu
yaptigimiz anda da buyuk bir olasilikla baska bir 6zelligi karsilamaz duruma



gelecegiz. Ondan sonra da bu 6zelligi tekrar duzeltmek zorunda kalacagiz ve bu
is boyle gidecek. Bu nedenle bu biraz karmasik ama bununla ugrastigimiz
zaman o kadar zor olmadigini goéreceksiniz.

Yani, guncellemeler agacin yapisini degistirmelidir. Ve agacin kirmizi siyah
dzelliklerini korumak icin U tiirde degisiklik yapmaya ihtiyag vardir. ilk yapilacak
sey aslinda BST iglemidir yani aga¢ araya yerlestirme veya agag silme iglemidir.
Bunun nasil yapilacagini biliyoruz. Simdi bunu yapalim. Bunu yaparken bazi
digumlerin renklerini degistirmek zorunda kalacadiz. Ozellikle de araya
yerlestirecegimizin mutlaka bir rengi olmasi gerekir. Ve genellikle bir dugumu
oradan c¢ikarirsak bunu ve onunla birlikte komsu dugumleri de vyeniden
renklendirmemiz gerekir.

Yapacagimiz bir baska tur islem daha var. Ttekrar renklendirmek bunu kirmizi ya
da siyah yapmak demektir. Yapilacak diger islem agacin yapisini tekrar
duzenlemektir; yani buradaki isaretgileri bir dugumden digerine olan linkleri
degistirmektir. Ve bunu da ¢ok dikkatle yapilandiriimis bir sekilde yapacagiz. Bu
nedenle de kirmizi siyah agagclar c¢ok ilgingtir. Bunlarda yapilan degisiklikler
oldukca basittir ve cok da fazla degildir. Bunlara rotasyonlar denir. iste burada
bir rotasyon var.

Bu agacin cinsine 6zgu yani jenerik bir kisminin ¢izimidir. Elimizde iki tane
digum var, A ve B. Buradan sarkan bazi alt agaclar var ve bunlari tGg¢genler
seklinde cizdik. Bunlarin hangi buyuklikte oldugunu bilmiyoruz. Ama bilmemiz
gereken sey bunlarin hepsinin ayni siyah yukseklikte oldugu; bdylece bu agag bir
kirmizi siyah agag¢ olur. Ama genelde bdyle bir sey gorunur. Burada bir ata ve
agacin icinde cizmedigimiz diger bolumler vardir. Bu alt agaclara Yunanca isimler
verecegim; alfa, beta ve gamma diyecegim. Ve ben B’nin sada rotasyonunu yani
saga donmesini tanimlayacagim. Genelde eger bir B dUgumum varsa, buna
bakip bunda bir saga rotasyon yapacaksam, bu cizimde solunda gorunen
ardilina ve iki dugumun alt agaglarina bakip bu resmi gizerim.

Ve su agaci olustururum. Yani tum yaptigim bu kenar doksan derece
dondurmekti. Eskiden B’nin atasi simdi A’nin atasi oldu. A simdi B’nin yeni
atasidir; bu durumda alt agaclar tekrar organize olur. Daha 6nce su ikisi A'nin alt
agaclariydi. Ve gamma B’nin bir alt agaciydi. Gamma hala B’nin bir alt agaci ve
alfa da hala A’'nin bir alt agaci. Ama beta B’nin alt agaci oldu. Burada kontrol
etmemiz gereken ana husus bu iglemin ikili arama agaci 6zelligini muhafaza
etmesidir. Hatirlarsaniz, ikili arama agacinin ozellikleri gergevesinde, sol alt
agactaki elemanlarin hepsi bu dugumdeki degere esit ya da ondan daha kuguk
ve sag alt agacgtaki elemanlarin hepsi de bu dugum elemaninin degerinden daha
buyuk veya ona esit olarak belirtilmigti.

Bdylece Ozellikle herhangi bir digimu ele aldigimizda, érnegin alfadaki kiglk a,
betadaki kiigik b ve gammadaki kiglk ¢’ ye baktigimizda, a buyuk A'ya esit ya
da ondan klguk; kiglk b’ye esit yada ondan kuguk;, buylk B’'ye esit yada ondan



klguk; kugluk c'ye esit yada ondan kuguktur. Ve bu durum hem sol tarafta hem
de sag taraftaki kuraldir; ¢linkd alfa her seyin solundadir. Beta A ile B arasindadir
ve gamma B’den sonra gelir.

Burada da ayni sey gecerlidir. Beta hala buyuk A ve buyuk B arasindaki butun
dugumleri kapsar. Ve bu iyidir. Bu iglemi kesinlikle kullanabiliriz ve sonunda hala
ikili arama agaglar bozulmaz ve burada rotasyonlari ¢ok dikkatli bir sekilde
kullanarak biitiin bu ézelliklerin yok olmamasini saglariz. isin zor kisimi da budur.
Ama rotasyonlar bizim anahtarlarimiz olacak. Burada yaptigimiz saga donme
islemi yada rotasyonuydu.

Bunun tersi sola déonme iglemidir. Su blyudk A’'nin sola dénmesidir. Genelde
isleme alinan iki dGgim arasinda Usttekini listeleriz. Yani B’nin saga rotasyonu
size bunu verir. A’nin sola rotasyonu da size bunu verecektir. Bunlar tersinebilir
islemlerdir ve bu da iyi gorunuyor. Bir bagka agidan bunlar sabit zaman alan
islemlerdir -- ginku burada sabit sayida isaretgiyi degistiriyoruz.

B dugumuna bildiginiz surece bunun beta olmasini hala istiyorsaniz ve bununla
ilgileniyorsaniz soldaki isaretciyi B’nin soluna A’'nin sagina gelecek sekilde
yerlestirirsiniz ve bu islem bdyle devam eder. Bu degisikliklerden sabit sayida
yaparsiniz. Bu arada atalarn da guncellersiniz. Burada degistirdiginiz linklerin
sayisi sabittir, bu nedenle yapacaginiz islem sayisi da sabittir. Belki bu
rotasyonlari ya da doénme iglemlerini daha 6nce gormugsuntzdir. Ama biz
bunlari karmasik bir yolla kullanacagiz.

Simdi araya yerlestirmeyi nasil yapacagimiza bir bakalim. Bir bakima bunu lg¢
kez gérecegiz. Once size temeldeki diisiinceyi anlatayim ve bu oldukca kolay.
Bunun bir kismini daha 6nce belirtmistim. Sonra bu konuda bir 6rnek yapacagiz
ki bunu iyice hazmedebilin ve ondan sonra da bunun sdzde kodunu size
verecegim ve eve gittiginizde isterseniz onu uygulayabilirsiniz. Tamam, simdi
buna kirmizi siyah araya yerlestirme diyorum; kitapta buna RB araya
yerlestirmesi deniliyor; bu RB root birasinin kisaltiimisi degil, kirmizi siyahin
kisaltiimasi olarak algilanmali.

Tamam, simdi yapacagimiz ilk sey daha once soyledigim gibi ikili arama agaci
mantiginda su dugumau araya yerlestirmek. Bu durumda x bir yaprak olur. Biz X’in
gitmesi gerektigi yer konusunda bir arama yaptik. Buna bir yaprak dememeliyim.
Su anda sarkan bir -. Bu bir i¢ dugum ve orijinal dugumlerden birinden sarkiyor.
Belki bunu tam suraya ekledik. Bu durumda ondan sarkan iki tane yeni yaprak
olur. i¢ ardillari yok. Ve bunun icin bir renk secmeliyiz. Ve bu rengi de kirmizi
olarak segecegiz.

Pekiyi neden kirmizi segtik? Cunku iki renkten birini segmek zorundayiz. Burada
yazl tura atabiliriz. Bu sonug¢ verebilir ama bizim isimizi daha karmasik hale
getirir. Evet, buraya yeni bir dUugum ekliyoruz. Bu bir kdok ya da yaprak olmak
zorunda degil, bu nedenle ikinci 6zellik nedeni ile siyah olmasi da sart dedgil.



Uclincl 6zellige gére her kirmizi diigimiin bir siyah atasi olmak zorunda. Bu bir
problem olabilir. Problem eger atasi kirmiziysa olusur. O zaman ikinci afedersiniz
Uclncu oOzellige aykiri dusmus oluruz. Ama iyi haber doérdincu 6zelligin hala
karsilanmasi, ¢cunkl dordincl 6zellik sadece degisik yollardaki siyahlari sayar.
Bu aslinda kargilanmasi bayagi zor bir Ozelliktir. Bu nedenle eger kirmizi bir
dugum eklersek siyah yuksekliklerin hig birisi degismeyecektir.

Yoldaki siyah dugumlerin sayisi hi¢bir sekilde degismiyor. Ve bunun da gecerli
olmasi lazimdir. Burada kargilayamadigimiz tek 6zellik Gguncu 6zellik olabilir. Ve
bu kabullenilebilir. isin basinda bir seyleri bozacagimizi biliyorduk. Sadece bir ikili
agac¢ araya yerlestirmesi yapip kurtulamazdik. Tabii simdi bu agacta bunu bir
deneyelim. Yani bunu duzeltmeyi deneyelim.

Uglincl 6zelligi nasil diizeltiriz? Uglinc 6zellikteki ihlali aga¢ boyunca yukariya
dogru tasiriz. Yani x dugumunde baslar bunu yukarida koke dogru tasiriz. Bunu
yeniden renklendirmeyle yapariz. Once yeniden renklendirme yapacagiz ve bir
noktaya geldigimizde ihlali rotasyon kullanarak duzeltecegiz; belki de yeniden
renklendirme yapmamiz gerekecek.

Simdi bu algoritmayi uygulamada goérelim. Ben bu agaci buraya kopyalayacagim
ve sizin de kopyalamaniz gerekecek. Yani ilk seklin Gzerinde degisiklikler
yapmak yerine bunu yeniden gizecegim. Simdi bu guzel kirmizi siyah agaci
olusturduk ve araya yeni bir 15 degeri yerlestirecegiz. 22 siyah ve 22 yeni siyah
olacak. Aslinda bu agacin eskisiyle ayni olmasi gerekiyor. Simdi araya
yerlestirmek icin sectigim sayr 15 ¢lnkd bu oldukga ilging bir araya yerlestirme
durumu ortaya cikaracak.

Bazen araya yerlestirmeler ¢ok is gerektirmez. Rotasyonu yapariz ve isimiz biter.
Ama burada ilging bir duruma bakmak istiyorum. Bu nedenle 15’1 araya
yerlestiriyorum. 15; 7°den buyuk. 18'den de kiguk. 10’dan buyuk. 11’den buyuk.
Bu nedenle 15 buraya gelir. Bu nedenle buraya yeni bir kirmizi digum, 15
dugumunu ekliyoruz. Bu durumda bundan sarkan iki tane siyah yaprak var ve bir
tane siyah yapragin yerine gecti. Bu durumda Uglnci 6zelligi ihlal ettik ¢lnki
kirmizi bir dugume yeni bir kirmizi ardil ekledik.

Bu durumda elimizde kokten yapraga giden hatta arka arkaya iki tane kirmizi
digim oldu. Simdi bunu siyah yapmak isteriz ama bu siyah yuksekliklerin
duzenini tamamen bozar ¢unkud bu dugumun bu yolda bir siyah dugumdu, ve bu
yolun Uzerinde asagiya dogru iki tane siyah dugumu olur. Ve bu iyi degil. Ne
yapabiliriz? Once yeniden renklendirmeyi deneyelim. Evet bunu hatirlamak her
zaman biraz zaman alir.

Evet bizim buradaki duzeltmemiz yeniden renklendirme olacak. Benim aklima
gelen ve dogru olmayan ilk sey yeniden renklendirmeyi buralarda yapmakti. Ama
bu ¢ok iyi gérunmuyor, ¢unkl buralarda bazi kirmizilarimiz var ve surada da bir
siyah diigiimimiiz var. Bu nedenle bunu kirmizi sunu da siyah yapamayiz. lyi



calismaz boyle bir sey. Simdi daha yukariya 15’in blyuk atasina bakacak olursak
burada bir siyah dugum ve surada da iki tane kirmizi ardil var.

Bu aslinda iyi bir haber ¢inku bu durumda sunlari iki siyah ardil ve bir kirmizi ata
haline getirebiliriz. Yerel olarak bu oldukga uygun olacak. Bu uygulama aslinda
siyah yuksekligini degistirmeyecek ¢unku bu dugumlerden gegecek herhangi bir
yol ayni sayida siyah dugumlerden gegecektir. Yani buradaki siyah dugumden
gecmek yerine ya suradaki siyah dugumden veya buradaki siyah dugumden
gegecek, ¢unku yollar her zaman yapraklara dogru gider.

Evet yapacagimiz sey bu bunlarin rengini degistirmek olacak. Ve bu durumda
kirmizi olan 10'u elde edecegiz, sonra 8 siyah ve 11 siyah olacak ve bunlar
degismeyecek. Digerlerinin hi¢ birisi degismeyecek. Bu durumda 15’i kirmizi
birakacagiz; artik ihlal ortadan kalkti. 15 uygun oldu, ¢unku bu durumda atasi
siyah oldu. Simdi, yeni bir ihlalimiz olustu; burada 18 var ve 18 kirmizi. Ve
elimizde kalan tek ihlal de bu. Genelde bunu yaparken sadece bir ihlal olur ve
onu duzeltene kadar da bu devam eder. Sonunda da sifir ihlal elde ederiz. Simdi
10 ile 18 arasinda bir ihlal var. Bu bana her zaman sezgiyle anlasiimasi zor
gelmistir.

Simdi su kopya kagidima bir daha bakayim. Gergekten mi? Hayir degil.
Diyecektim ki biz artik yeniden renklendirme yapamayiz. lyi o kadar da kétii
degilim. Simdi yapacagimiz sey tekrar 10’'un blyuk atasina bakmaktir ki bu da 7
ve agacin kokudur. Bu siyah ama ardillarindan biri siyah digeri kirmizi. Bu
nedenle ayni oyunu burada oynayip 7’nin siyahligini kaldirip bunu altindaki iki
ardila aktaramayiz.

Kokin siyah olarak kalmasi konusunu simdilik unutun. Bu o6zelligi simdilik
gormezden gelecegiz. Bu ikisini siyah yapip sunu kirmiziya ¢geviremiyoruz ¢unku
bu durumda bir dengesizlik ortaya cikiyor. Bu zaten siyah. Boyle bir durumda
buradan asagiya giden yollarda su yolu takip eden duruma gore bir eksik siyah
digum olur. Yani 7’yi veya onun ardillarini yeniden renklendiremeyiz. Bu
durumda bir rotasyon yapmamiz gerekir. Ve bunu da sona dogru yapmamizda
yarar var. Bu nedenle rotasyonu su kenarda yapacadim. 18i saga dogru
dondurecegim.

Bundan sonraki islem ne olur? 18’in saga déonmesi. Bundan sonra bir islem daha
yapacagiz. Once 18'i sada cevirelim. K6k oldugu gibi kalir; yani 7, 3 ve onun
gocuklarl. 7’nin sag ardili artik 18 degil. Simdi bu deger 10 oldu 18 de 10’un
kirmizi ardili oldu. Evet, burada 8 ve onun iki ardili var. 11 ve 15; bu alt aga¢ 10
ile 18 arasina sigar. Sdyle olur: 11 ve 15. Sonra da sagdaki alt agag¢ var. 18’in
saginda olan her sey suraya girer. 22 ve 26. Ve umuyorum ki bu islemler
sirasinda herhangi bir renk degistirmiyorum. Eger yaptiysam lttfen beni uyarin.

Evet, iyi gorunuyor. Ama hala bu ihlal ve 10 ile 18 arasinda sorun var. Ama bunu
daha duzgun hale getirdim. Evet yapmak istedigimiz sey buydu; 18 ile ihlali



yaratan onun blyuk atasi arasindaki baglantiyi dogrusal bir baglanti haline
getirmek: iki sag ve iki sol. Burada solda bir sag sol zikzagi vardi ve bunu duz
hale getirmek istedik. Sonunda baktigimizda sundan daha dengeli bir aga¢ gibi
gorunmuyor. Aslinda biraz daha kotu gibi gorunuyor.

Simdi yapabilecegimiz sey sunlari dondurmek, ya da daha dogrusu su kenari
dondirmek olabilir. Bu durumda 7’yi sola dondurecegim 10'u kdk yapacagim ve
ondan sonra durum daha dengeli goériinecek. Bu 7’nin sola rotasyonudur. Bu
evrede bir de yeniden renklendirme yapacagim, c¢unku bir sekil daha gizmek
istemiyorum ve kok siyah olmak zorundaydi. Bu nedenle 10’'u hemen siyaha
cevirecedim. Ve 7'yi kirmizi yapacagim. iste degisiklik bu. Ve geri kalani sadece
rotasyon olacak. Simdi 18 surada olacak. Buna goére burada da bir rotasyon
yapmam lazim ¢unku kirmizi siyahlik olgusuna dikkat etmem gerekiyor.

8, 7 ile 10 arasindadir; onun igin buraya gider. 11, 10 ile 18 arasina gireceginden
suraya gider. 22 ve 26 18’den sonra gelir. Ve eger sansliysam istedigim butin
ozellikleri kargilamis olurum. Her dUgum ya kirmizi ya siyah. Her siyah dugumun
bir ardili var. Bu en son degisim yaptigimiz yer. Kirmizi dugumlerin siyah ardillari
olmasi gerekiyor ve butun siyah yuksekliklerin iyi tanimlanmis olmasi gerekiyor.
Her dugumden yapraga kadar olan yolda siyah dugumlerin sayisinin ayni olmasi
gerekiyor. Ve bunu kontrol ettiginizde,ki daha énceden dogruydu, burada yeniden
renklendirmeyle biraz kurnazlik yaptim ama hala dogrudur.

Yani bunu sadece bu rotasyonun etrafinda yerel olarak da kontrol edebilirsiniz.
Bunu birazdan yapacagiz. Simdilik su 6rnek Uzerinde c¢alisalim. Bu yeniden
renklendirme ve rotasyonlarin nereden geldigi o kadar agik olmayabilir ama
gordugunuz gibi ¢alisti ve en azindan sizi bunun mamkun olabilecedi konusunda
ikna etti. Simdi bunu yapmak icin genel bir algoritma verecegiz. Devam etmeden
once sorular var mi? Yani demek istiyorum ki algoritmayl sadece yazmak
yeterince sezgisel olmuyor.

Kirmizi siyah agaclar sizin biraz oynayabilecegdiniz seylerdir. Dersiniz ki sadece
yeniden renklendirme ve rotasyonlarla ilgilenecegim. Kendimi bu islemlerle
sinirlayacagim. Ne yapabiliim? Once yeniden renklendirmeyi denerim eger bu
calisirsa o zaman problemi daha yuksek duzeye tasir. Ve burada sadece log n
duzeyleri vardir; yani sonunda bu iglem log n duzeyinde zaman alir. Belli bir
noktada tikanirim. Artik yeniden renklendirme yapamam. Bu durumda da birkag
tane rotasyon isi gorecektir.

Her zaman iki rotasyon yeterli olacaktir. Siz bunlarla birazcik oynarsaniz
sonunda isledigini gorursunuz Ve nasilini burada agiklayacagim. Varsayalim ki
elimizde bir kKirmizi siyah aga¢ var ve x degerini araya yerlestirmek istiyoruz.
Algoritmas! burada. Once bunu BST vyani ikili arama agacinda araya
yerlestireceg@iz; bildigimiz bir sey oldugu icin. Sonra bu digimuiu kirmiziya
boyayacagiz. Simdi burada biraz daha kesin bir simgelem kullanacagim. Renk
X’in bir alani olacak. Ve sonra bir “while” dongustyle agag¢ icerisinde yukariya



dogru kdke ya da siyah bir digume gelene kadar yuriyecegiz. Yani genelde x
basta bizim araya yerlestirecedimiz eleman olacak; ama sonra agacin igerisinde
yukariya dogru yuruyecegiz

Eger X'in bir siyah digum oldugunu goérursek bundan mutlu olacagiz ¢unkl belki
bunun atasi kirmizidir. Belki de degildir. Ama bu beni ilgilendirmiyor. Siyah
dugumlerin rastgele renkli atalari olabilir. Bizim dert edindigimiz kirmizi dugumler.
Egder x kirmiziysa bu donguye devam etmeniz gerekir. Tabii bu arada yanls bir
sey yazdim. Eger rengimiz kirmiziysa bunu yapmaya devam edecegiz. Boylece
ortada 3 durum olur; nasil saydiginiza baglh olarak 6 durum da olabilir. Bu
nedenle bunu ezberlemek biraz karisiktir. Ama ortada bazi simetrik durumlar da
var. Bunlari simdi gizeyim. Bizim ilgi alanimiz daha once soyledigim gibi x ile
onun buyuk atasi bolgesindedir.

Burada kisa olmasi nedeniyle p[x]i kullaniyorum ve bu da x’in atasi anlamina
gelecek. Yani p[p[x]], X'in blyuk atasidir. p[p[x]]'in solundaki sol ardildir. Burada x
ile ilgilendigim igin ona bakarim ve herhangi bir yon tayin etmem. x, p[x]’in bir
ardihdir ve p[x] de daha oncekinin yani p[p[ x]I'in ardilidir. Simdi bu kenarlar
dikey degildir; ya sola ya da saga egimlidirler. Ve ben hangisi ile ilgilenecedim?
Burada bakmam gereken atanin buyuk atanin sol ardili olup olmadigl. Yani
bilmek istedigim, bunun gibi mi goérinecegidir.

Bu evrede X'in atasinin solunda mi saginda mi oldugunu bilmiyorum, ama X’in
atasi p[px]]'in sol ardil midir, yoksa sag ardili midir? Ve bu iki durum birbirine
tamamen simetriktir. Ama bunu bir sekilde varsaymam gerekiyor, aksi takdirde
bu resimleri gizemem. Tamam, simdi bu durumda suna kategori A diyelim. Ve bu
da kategori B olsun . Ve size kategori A‘da ne yapilacagini soyleyecegim. Ve
kategori B de simetrik olacak. Yani sol ile sag arasinda gidip gelebilirsiniz.
Tamam, simdi bu A. Kategori A’nin icinde 3 tane durum olusur. Kategori B’nin
icinde de benzer ama tersinden 3 durum olusur.

Bu durumda buyluk atanin diger cocuklarina bakacadiz. Bu hangi yodne
baktigimizi neden bilmemiz gerektigine bir aciklik getirir. Eger x’in atasi buyuk
atanin solunda kaliyorsa, o zaman buyuk atanin oteki ardilina yani buyuk atanin
saginda kalan ardila bakmamiz gerekiyor ve buna y dugumu diyelim. Bunun
baska bir ismi, y’'nin erkek ya da disi olmasina bagli olarak, x'in amcasi ya da
halasidir. Evet, bu amca ya da hala. Maalesef ingilizcede bunun cinsiyete bagli
olmayan benim bildigim kadariyla bir versiyonu yoktur. Yani gocuk ya da ebeveyn
var ama amca ya da hala yok. Ama eminim ki biz bir tane buluruz. Ama burada
denemeyecedim, ¢lnku kulaga hos gelmez. Pekiyi, y ile neden ilgileniyorum?
CUnkl ben bu yeniden renklendirme adimini yapip yapamayacagimi bilmek
istiyorum.

Yeniden renklendirme dusuncesinde hatirlarsaniz, buyuk atalar diyelim ki bu
siyah. EQer buyuk atadaki siyahligi asagidaki 2 ardilina tasiyabilirsem, yani
bunlarin ikisi de kirmizi ise, o zaman mutlu olacagim. Bu nedenle problemi



yukariya tagirnm. Buradaki 6ge simdilik kirmizi.. Buradaki de siyah.. Bu nedenle
bu ikisi simdilik uygun goértintyor. Su eleman buyudk buyuk atayi ihlal edebilir.
Ama 0dyle bir durumda da yukariya ¢ikmaya devam ederiz ve o zaman isler
duzelir. Bugun eger sanslhysak, y kirmizi olacaktir.

Bu durumda yeniden renklendirme yapabiliriz. Eger y'nin rengi kirmiziysa o
zaman bizi bunu yeniden renklendirebiliriz. Ve ben bunu durum 1 adini verdigim
bir semada gosterecegim. Ama oncelikle size bu durumlarin nasil olustugunu
anlatayim; sonra da onlarin nasil galigtigina bakalim.

Yani eger durum 1 de degilsek bu “else” yani “diger” durum komutu bununla
uyumlu olacaktir ve bu durumda ikinci veya (ciincii durumda olacagiz. iste
dikotomi ya da ikiye bolme islemi buradadir. Aslinda biz butin durumlari gorduk;
belki A’nin B’ye karsithgini gérmedik ama en basta sadece yeniden renklendirme
durumunu gérmustuk. Bu Durum 1°dir.

Gordugumuz ikinci sey buylk ata ve 10, yani 7 ve 10'un bir diz ¢izgide
olamamasiydi ve bu bizi rahatsiz etti. Zikzakli bir bigimde vyerlestiriimislerdi.
Boylece ikinci durum bunlarin zikzakl durumunu kapsar. Eger x atasinin sag
ardiliysa ve ata da buyuk atanin sol ardiliysa, bunun zikzak durumunu meydana
getirdigini varsaydik. Bu ikinci durumdur.

Evet son durum da X’in atasinin sol ardili olmasidir. Bu durumda x, X’in atasi ve
X’in buyuk atasi arasinda bir sol zincir elde edilir. Bu da Uguncl durumdur.
Buraya “else” yazmadim c¢UnkU ikinci durumun vyaptigi sey 3. Duruma
indirgenmektir. Yani 2. Durumda buradaki iglemleri yapacagiz sonra suradaki
islemleri yapacagiz. 3. Durum icin ise sadece suradaki islemleri yapacagiz.
Birinci durumda ise buradaki islemleri yapacagdiz. Boylece bu A tarafindaki G¢
durumu bitirecek ve suradaki “egerden” “else”’e gecgerek devam edecegiz.
Burada sdylenecek diger sey bunun B durumu oldugu ve A durumu ile ayni ama
sol ve sag kavramlari agisindan A'nin tersi oldugudur. Bu dogal olarak olusgur.

Burada her sola bir sey yazdigimizda surada onun sagina yazacagiz veya tersini
yapacag@iz. Bu aslinda sadece isi tersyuz etmek gibi bir sey. Su anda kategori
A’ya odaklanacagiz. Ve 3. durumda neler yaptigimizi gérecegiz. Bunu bir érnekte
gormustuk. Ama simdi jenerik olarak bunu yapalim. Bunu burada yapalim.
Afedersiniz algoritmaya eklenmesi gereken bir satir daha oldugunu séylemeliyim.
CUnkU burayla uyumlu degil. Koku renklendiriyoruz. Burada olan seyleri yaptiktan
sonra kokun kirmiziya donusme olasiligi var. Ama biz kokun her zaman siyah
olmasini istiyoruz.

Kok eger kirmizi olursa algoritmanin en sonunda bunu siyaha donusturecegiz.
Bu siyah yukseklik 6zelligini degistirmez. Bu durumda her sey uygun olur ¢unku
her yol ya koke gider veya gitmez; yani x - yaprak yolu. Bu nedenle koku
kirmizidan siyaha gevirmek bir sorun olusturmaz. Bu her seyin siyah yuksekligini
arttiracaktir ama butun yollar hala ayni degerde olacaktir; yukseklik bir artacaktir.



Evet simdi ¢ duruma bakalim. Ve burada birka¢ simgelem kullanmak istiyorum.
Hatirlarsaniz rotasyonu tanimlamamiz sirasinda rastgele alt agaclan belirtmek
icin Uggenler kullanmistik. Ben bu alt agacin siyah bir kokl oldugunu anlatmak
igin Uggenin Uzerine bir nokta koyacagim. Burada kara tahtadayim onun igin
beyaz bir sey koyarsam bu aslinda siyah anlamina gelecek kusura bakmayin.
Ayrica bu uggenlerin ayni siyah yuksekligine sahip olmasi gibi bir 6zelligi de var.

Boylece siyah yukseklik ozelliginin, yani 4. ozelligin korunduguna dair emin
olmam saglanacak. Simdi size 1. Durumu gostereyim. Bu islemi yaparken
4.6zelligin her zaman korunmasini isteriz, ¢unku bunu tekrar eski hale getirmek
¢ok zordur; Bu agacin dengesini ifade eder. Simdi C adh bir dGgimimuz olsun,
sol ardili A, sag ardili B olsun ve bunlardan da birkag tane alt agag¢ sarksin. Ve
batin bu alt agaclarin siyah ylksekligi ayni olsun. Bagka bir ifadeyle bunlarin
hepsi ayni duzeyde.

Bu tam anlamiyla benim istedigim sey degildi, bagislayin. Benim dusundugum bu
dugumun_x olmasiydi. x kirmizi ve onun atasi da kirmizi. Bu nedenle bir seyi
duzeltmemiz gerekiyor. Buradaki y dugumune burada bakariz. Ve ben buna D
anahtarini ayatacagim. Ama diugumun adi y. Ondan sarkan alt agaclar da var ve
hepsi de ayni siyah yukseklikte. Ancak bu sekilde dogru olabilir. Butin bu
dagumler kirmizi olsaydi butun su dugumlerin siyah yuksekligi ayni olurdu. Bu
nedenle butin ardil alt agaglarin, ki bunlarin hepsinin siyah kokleri var, siyah
yuksekliklerinin de ayni olmasi gerekir. Evet, bu durumda buyuk bir kirmizi ardil
alt agac¢ grubuna bakiyoruz; bu bir siyah dugumden sarkiyor ve igindeki bir ¢cok
o0ge de kirmizi.

Birinci durumda kirmizi neden bu kadar yogun? Bunun nedenini disunursek,
2,3,4 tipi agac¢ yaratmaya calistigimizda bitin bu seyleri tek diguman igine
sigdirirdik. Burada temelde yaptigimiz sey buydu. Bu 2,3,4 tipi bir aga¢ degil
ama, simdi 5 ardilimiz var ve bu da kotd. Bu nedenle bunu dizeltmeye
calisiyoruz. Boylece birinci durumda yeniden renklendirme yapacagiz. Once C'yi
alacagiz. C'yi siyah yapmak ve A ile D’yi kirmizi yapmak yerine A ile D’yi siyah
ve C’yi kirmizi yapacagiz.

Bdylece C kirmizi olur. A siyahtir. D de siyahtir. Ve alt agaclar aynidir. B aynidir.
Hala kirmizidir. Simdi 4. 6zelligi koruyup korumadigimizi kontrol etmek lazim;
yani butun yollarda ayni sayida siyah dugumun olduguna bakmamiz lazim.
Bunun olmasi gerekiyor ¢unku alt agacglara dokunmadik. Onlarin hepsinin ayni
siyah yuksekligi var. Bu durumda eger herhangi bir yola bakarsaniz, érnegin A'da
olan tum yollara bakarsaniz bunlarin esit siyah yukseklikleri olmasi gerekiyor.
C’den ¢ikan tum yollarin da siyah yuksekliklerinin bu deger artt 1 olmasi
gerekiyor, cunku tum sol yollarda bir siyah dugum var ve tUm sag yolarda da bir
siyah dugum var. Bu nedenle tum siyah linkler birbirinin ayni. Boylece 4. 6zellik
korunmus olur. Ve bu da 3. 6zelligi yerel olarak dizeltti, glinkii B eskiden A’y
ihlal ediyordu.



Simdi B higbir seyi ihlal etmiyor. Ancak simdi C ihlal ediliyor olabilir. Yapmamiz
gereken sey, yeni degerimiz x'i C'ye atamak. Daha 6nce B’deydi. Bunu birkag
duzey yukariya tasinz. Ayni sekilde orijinal agacta da birka¢ seviye yukari
gideriz. Boylece aga¢ boyunca yavas yavas ilerleriz. Ondan sonra bu dénguy
surdlrtrtz. Bu durum 1°dir: yeniden renklendir ve yukariya git. C kendi atasini
ihlal edebilir ve bu durumda o6zyineleme yapmamiz gerekir. Yani bir sekilde
Ozyinelemeyi C icinde suduruyoruz.

Simdi ikinci duruma bakalim. Aslinda hala bir bakima bu algoritmayi resimlerle
tanimliyorum. Bu guzel bir grafik programlama dili. Haydi, 2. durumu c¢izelim.
Ama bu noktada 1. durumla ilgili bir seyi sOylemeyi unuttum. Buralara bir seyler
gizdim. Dogru oldugunu bildigim sey nedir? Simdi terse gevirdigim algoritmaya
soyle bir bakalim. Unutmayin, henlz kategori A’da oldugumuzu varsayiyoruz.
Baska bir deyisle ata blyuk atanin sol ardili. Yani A, C’'nin sol ardilidir. Bunun
bdyle oldugunu zaten biliyordum. Bu nedenle y sag ardil oluyor. D ise C’'nin sag
ardil.

B’nin sag ardil mi yoksa sol ardil mi oldugunu gergekte bilmiyordum. Bu fark
etmiyordu. 1.durumda bu fark etmez. Bu nedenle “A’nin ardillari terse gevrilebilir’
demeliydim. Ama ayni ¢izimi kullanabilirim. Bunu anlatmamin nedeni 2. durumda
bunun énemli olacagidir. Yani 1. Durumda bununla ilgilenmiyorduk. 2.durumda
diyoruz ki x atasinin sag ardili midir yoksa sol ardilimidir?

Eger sag ardiliysa o zaman 2. durumdayizdir. Bu durumda buradaki x’in, ki bu B
olarak gosteriliyor, A’'nin sag ardili oldugunu bilebiliim. Daha dnce bilmiyordum
ve ilgilenmiyordum. Simdi bunun bdyle oldugunu varsaylyorum. Tamam y hala
surada. Ve simdi biliyoruz ki y siyahtir. Evet y burada ve siyah bir dugum. S$imdi
o sikistirma numarasini yaparsam butun dugumler, yani A, B ve C tek bir dGgim
halinde bir araya gelecekler. Ve bu durumda sadece 4 ardilim olacak. Bu
gercekte iyi gorunlr. y neden igin icinde degildir, ¢inkul siyahtir. Bu nedenle bu
durumda biz A’da sol rotasyon ya da donme yapacagiz.

Bdylece bu kenari 90 derece geviririz. Elde edecedimiz sey A'nin solda, B’nin de
hala sagda olmasidir. Bu duzen, sirasiyla gegis olgusunu korur ve C hala
tepededir. y alt agaci daha 6nce oldugu gibi buradan sarkar. Oteki 3 alt agac
B’den ve diger ikisi de A’dan sarkiyor durumdadir. Yani bu sadece bir jenerik
rotasyon seklidir ve bu kenara uygulanmigtir. Bunun yaptigi is daha once x ile
onun buyuk atasi arasinda bir zikzak vardi; simdi zigzig var. Yani x ile buylk ata
arasinda duz bir yol var.

x hala burada, x'i degistirmiyorum ¢inkl 2. Durumu yaptiktan sonra hemen 3.
Duruma gegecegim. Bu 3. Durumun nasil gorundugudur ve simdi 3. Durumu ele
alacagim.



Sonunda 3. Duruma geldim. Ve bu araya yerlestirme algoritmasinin sonu olacak.
Elimizde bir siyah dugum var; C dugumu. C’'den ¢ikan bir sol kirmizi ardil yani
¢ocuk var. Bir kirmizi sol torun ve x var. Ve bunlardan bagka su siyah altagaclar
var; bunlar ayni siyah ylUkseklikte sarkiyorlar yani 2. Durumun sonunda elde
ettigimiz sonucun aynisi.

Bu tamamuiyla iliskili olarak buraya geciyor. Ve unutmayin bu, kategori A’da kalan
tek durumdu. Kategori A’da biz x’in atasi olan B’nin, buyuk ata olan C’nin sol
ardili oldugunu kabul etmistik. Yani bunu biliyoruz. 1.durumu yaptik buradaki y
kirmizi olmustu. Bu 1. Durumdu. Simdi biz y’nin siyah oldugunu varsayiyoruz. Ve
X’in sol ardil mi yoksa sag ardil mi olduguna bakiyoruz. Eger sag ardilsa bunu sol
ardil haline dénUstlriiyoruz. x gergekte burada degisti. Onceden x B idi. Simdi x
A. Durum 3 te ise buyuk atanin sol gcocugu olan atanin sol ¢gocugudur. Bu bizim
incelememiz gereken son durum. Ve yapacagimiz sey onceki ornekte yaptigimiz
gibi bir rotasyon yapmak.

Bu 3. Durum. C’nin bu durumunda bir sag rotasyon yapacagiz. Ve ayni zamanda
yeniden renklendirme yapacagiz. Boylece ne elde ederiz? Bu durumda B kok
olur. Ve bu nedenle onu siyah yapacagim. Hatirlayin bu alt agacin kokuddur;
buradan sarkan baska seyler de var. Aslinda bu resimlerde ek atalari da ¢izmem
lazimdi. Bunlar agacin ortasinda bir yerlerde olmaliydi. Yerlerini simdi
bilmiyorum. Bu bir sag dal olabilir: ayni zamanda sol dalda olabilir. Su anda
bilmiyoruz. C, B’nin ardili olur ve onu kirmizi ardil olarak igaretleyecegim. A,
daha 6nce oldugu gibi B’nin ardili olur ve o nedenle onu kirmizi birakacagim.
Bunun disinda her sey buradan sadece sarkar durumda olur.

Bdylece ortada 4 alt agag¢ vardir ve bunlarin hepsinin siyah yuksekligi aynidir.
Ozellikle su sonuncusu Y'yi iceriyordu ama biz artik y ile ilgilenmiyoruz. Simdi
artik iyi durumdayiz ¢inkU baska ihlallerin olmamasi gerekiyor. Daha once x ile
onun atasi A ve B arasinda ihlal vardi. Aslinda A ve B’nin hala bir ata ardil iligkisi
var ama B simdi siyah ve B siyah oldugu icin bunun atasinin neye benzedigi bizi
ilgilendirmiyor. Kirmizi da olabilir, siyah da olabilir. Her ikisi de olabilir. Kabul
edilebilir. Artik 3. Ozelligi ihlal etmiyoruz. Bu durumu ¢dzmiis olmamiz gerekiyor.

3 ozellik simdi artik gegerli. Eger isterseniz x artik bu dugum oldu diyebilirsiniz.
Dongu de size “iyi artik x kirmizi degil” der. Bu nedenle isim bitti. Ayni zamanda
4. Ozelligin de bu islem sirasinda korundugunu kontrol etmemiz lazim. Ve yine
bu o kadar zor degil ¢linku 2-3-4 aga¢ transformasyonu oldu. Eger buatin
kirmizilar atalarin igine entegre edersem, bunun disinda her sey sabit olur yani
ayni siyah uzunluga sahip olduklari i¢cin agag iginde de ayni uzunlukta olurlar. Ve
burada da bu hala gecerli. Burada buna biraz daha dikkat etmek gerekiyor gunku
burada ayni zamanda yeniden renklendirme yapiyoruz. Ama bu agagtaki
herhangi bir yola bakarsaniz daha énce bu yol siyah diguim C’den gegiyordu,
sonra da beni ilgilendirmeyen bazi kirmizi yerlerden gecgiyordu. Sonra da bu
agaclarin igcinden geciyordu ve hepsi siyah yukseklikleri nedeniyle birbirlerinin
ayniydi.



Simdi burada gelip adi B olan bir siyah dUgumden gecersiniz. Ondan sonra bazi
kirmizi dugumlerden gecersiniz. Bu ¢ok fark etmez. Ama burada asagi dogru
gittiginiz tim agaclarin siyah yukseklikleri aynidir; yani ayni dugumden baglamak
kaydiyla bu agactaki her yolun siyah yiiksekligi aynidir. Bdylece biz 4. Ozelligi
korumus oluruz ve 3. Ozelligi dizeltiriz. Bu araya yerlestirme algoritmasidir.
Oldukga uzundu. Bu buyuk bir olasilikla sizin ezberlemeniz gereken bir seydir.

Birka¢g oOrnekle denerseniz o kadar zor olmadigini goreceksiniz. Bu ornekte
yaptigimiz her seyin 3 durumla ilgili oldugunu gorebiliriz. Birinci adimi yersizlik
nedeniyle maalesef sildim ama, yaptigimiz tek sey yeniden renklendirmeydi.
10’a, 8’e ve 11’e yeni renkler verdik. Bu birinci durumdu. 10, 15’in blyuk atasiydi.
10’a baktik ve 10 ihlal eden elemandi. Kendi blylk atasina goére bir zikzak
durumu yaratiyordu. Bu nedenle bir sag rotasyon yaptik bunu duzelttik, yani
koéselenmeyi kaldirdik ve bdylece 10, 7’nin yanina geldi.

Bu Ustteki sekilde. Sonra 18 vyeni ihlalci oldu kendi buyudk atasiyla bir
uyumsuzlugu vardi. Her ikisi de ayni yone gidiyordu. Bunu duzeltmek igin bir
rotasyon daha yaptik. Aslinda hatirlamamiz gereken tek sey de budur.
Becerebiliyorsaniz buyluk atanizi yeniden renklendirin. Veya onu ayni hatta
getirin. Sonra bir son rotasyon daha yapin ve yeniden renklendirin. Bu sekilde
sistem caligsacaktir. Eger bunlari hatirlarsaniz herhangi bir 6rnegin gerisini
¢ozersiniz.

10’u donduruyoruz. Bu siyah olsa iyi olur, ¢inkli bu durumda bu kok haline
geliyor. Ama ne olursa olsun bunu siyaha dondurecegiz ¢Unku orada bir siyah
digum olmasi gerekiyor. Eger ayni zamanda bunu yeniden renklendirmezsek 4.
Ozelligi inhlal ederiz. Ben bunu niye c¢izmiyorum ki, aslinda birka¢ dakikam var.
Yani eger rotasyonu burada yapsaydik; asagidakinden farkli olarak B'’yi alacagiz.

B kirmizi. Bu size algoritmanin niye bdyle oldugu ve niye baska turli olmadigi
konusunda sezgisel bir yaklasim getirecektir. Ve C siyah. Eger bu agaci
dondurseydik yani B’yi dondurseydik veya C’yi saga dondurseydik elde
edecegimiz sey buydu. Bu asagidaki alt agaclar ayni sekilde sarkiyorlar. Alt
agaclar cok iyi gorunuyorlar ¢unku hepsinin siyah yukseklikleri ayni. Ama
gordugunuz gibi bir problem var. Eger B’den baslayip asagidaki yapraga gidecek
olan yollara bakarsak sol taraftaki siyah dugumlerin sayisi asagidaki siyah
yuksekliklerine bagli.

Bunu kaydedin: siyah yuksekligi. Sagdaki tim yollarin siyah yuksekligi, C siyah
oldugu icin bu ylUkseklik arti 1 olacaktir. Simdi biz dérdtnca kural ihlal ettik. Bu
nedenle bunu 3. Durumda yapmayiz. Rotasyonu tamamladiktan sonra yeniden
renklendirmeyi de yapariz. Ve bunu elde ederiz. Bagka bir deyisle siyah dugumu
tepeye koyduk ¢unki tim yollar o dugumden gegmek durumundadir. Oysa ki
burada bazi digumler C ’den gegiyor. Bazilari A ‘dan gegiyor. Bu durum kétu. Bu



durumda biz 3. Ozelligi de ihlal ederdik. Ama daha da kétiisii burada biz 4.
Ozelligi ihlal ediyoruz. Simdi birazcik bunlari 6zetleyelim.

Su ana kadar; eger kirmizi siyah bir agacgta araya yerlestirme yaparsak o agaci
kirmizi siyah olarak muhafaza edebiliriz. Yani kirmizi siyah araya yerlestirme
dinamik sete bir x degerini ekliyor ve bunu ayni zamanda muhafaza ediyor ve
kirmizi siyahlik olgusunu koruyor. Yani kirmizi siyah aga¢ olgusunu muhafaza
ediyor; bu iyi gunku bu durumda logaritmik yukseklik de korunur. Boylece kirmizi
siyah agaglarda yapilan butun sorgulamalar logaritmik zaman alir. Kirmizi siyah
araya yerlestirmeler ne kadar zaman alir? Biliyoruz ki hazirlik zamani igin
hedefimiz log n dizeyinde. Bunu resmi olarak kanitlamayacagim ama sezgisel
olarak ¢ok agik gorunuyor olmasi lazim. Boylece 2. Ve 3. durumlar pardon yanlis
yere isaret ediyorum 2. Ve3. Durumlar son durumlardir.

3.durumu yaptigimizda isimiz biter. 2.durumu yaptigimizda 3. Durumu yapmanin
basina geliriz ve ondan sonra isimiz biter. Boylece gergekten sayma ihtiyacimiz
olan durum birincisidir, ¢unku butun bu yeniden renklendirme, rotasyon gibi
islemler sabit zaman alir. Bu durumda mesele bunlardan kag¢ tane oldugudur. 1.
Durumda sadece yeniden renklendirme yapilir bu agaci higbir zaman degistirmez
ve X’'i sadece iki duzey yukariya tasir.

Agacin yuksekliginin en ¢ok 2 log (n+1) oldugunu biliyoruz. Yani Durum 1 lerin
sayisl en ¢ok log(n+1) olabilir. Yani durum 1’lerin sayisi en ¢ok log n olur. Yani
bunlar log n zaman alir. Ondan sonra 2.ve 3. Durumlarin sayisi bu kolonlardan
biri icin en ¢ok 1°dir. Her ikisini bir araya getirirsek 2. Ve 3. Durumlar igin en ¢ok 2
elde ederiz. Evet sonunda log n zamani, bu iyi. Kirmizi siyah araya
yerlestirmelerin enteresan bir yonu de bunlarin sadece birinci dlzey rotasyonlari
gerektirdigidir. Yani degisikliklerin ¢cogu yeniden renklendirmededir. 1.durumda
sadece yeniden renklendirme yapilir, rotasyon yapilmaz. 2.durumda belki bir
rotasyon yapilir. Eger 3. Duruma gerek kalirsa bir rotasyon yapilacak; boylece
rotasyonlarin toplam sayisi 2 olur. Yani araya yerlestirme de bu 1 veya 2 tanedir.

Bu aslinda hos bir durum ¢lnkd bir agaci dondurmek o agaci boyamaktan daha
rahatsiz edici bir durumdur. Neden? Cunku diyelim ki bir veri yapiniz var, yani bir
arama agaciniz var. Teorik olarak insanlar bu arama agacini bir seyler igin
kullanmak isterler. Ornegin, burada sorgulamalar yaparlar. Mesela Google’da
computer s6zcugu ile ¢akisan tum dokumanlar bir arama agaciyla temsil edilir.
Surada bir Google T-shirti var Onun icgin burada Google’i referans olarak
kullanabiliriz.

Bir arama agaci var. Bu arama agaci Google soézcugune iligkin her seyi
depoluyor. Belki bir tarihnten sonra dedgistiriimis olan bir seyi burada aramak
istiyorsunuz ve bu agacgta bir takim sorgulamalar yapiyorsunuz. Ve insanlar
Google’l sorgulamalarla neredeyse yumrukluyorlar. 1 saniyede neredeyse zilyon
tane sorgulama geliyor. Bu konuda sakin bana atifta bulunmayin. Clnki rakam
dogru olmayabilir. Evet zilyon. Ama insanlar surekli arama yapiyorlar. Ve siz



agaci yeniden renklendirdiginizde insanlar hala arama vyapabilirler; sizin
degistirdiginiz klguk bir par¢adir. Ben arama yaptigimda bir dGguman kirmizi mi
siyah mi olduguyla ilgilenmem, ¢unku her ikisinin de logaritmik yuksekligi vardir.

Bdylece siz arama vyapanlar web'de soOrf yaparken de gelip ara sira
guncellemeler uygulayabilirsiniz. Ve bu agidan yeniden renklendirme ¢ok iyidir.
Rotasyon ise buna gore biraz daha pahalidir; gunku isi yaparken 6nce dugumleri
kilitlersiniz, onlari dondurme surecinizde kimsenin ona dokunmamasini istersiniz.
Ondan sonra kilidi agarsiniz. Yani rotasyon sayisinin gergekten az olmasi
sadece 2 olmasi ¢ok guzeldir. Sirenin de log n'yi gegmemesi lazim ¢lnki
temelde sirali bir listeye araya yerlestirme yapiyoruz. Bu durumda, eger n
sayisinda araya yerlestirme yaparsak, alt sinirmiz da n log n olur. Pekiyi, silme;
simdi burada bunu incelemeyecegim.

Bunu kitaptan okumalisiniz. Biraz daha karmasiktir ama ayni fikirlere dayanir.
Ayni sinirlamalara baglidir: log n zamani ve 1.duzeyde rotasyonlar. Bu nedenle
bunu inceleyin. Bu kirmizi siyah agaclardir. Simdi artik verileri log n zamanli
hazirlik zamaninda isleyebilir ve bakimini yapabilirsiniz. Bu iyi bir seydir. ileride
bunu yapmanin 3 yolunu gorecegiz.

Ders bitmistir.



