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Bugun siralamadan bahsetmeyecegiz. Bu heyecan verici yeni bir gelisme. Daha
bagka bir problemi, ilgili ama fakli bir problemi konusacagiz. Dogrusal zamanda
¢ozmek istedigimiz baska bir problemi ele alacagiz. Gegen derste siralamayi
dogrusal zamanda yapmaktan bahsetmistik. Bunu yapabilmek igin bazi ek
varsayimlara gereksinim vardi. Bugun, ilk bakista her ne kadar siralamaya ihtiyag
varmig gibi gorunse de, sadece dogrusal zaman ¢dézUmune gereksinim duyulan bir
probleme bakacagiz. Bu nedenle daha kolay bir problem olacak. Problemde size
birtakim sayilar verecegim.

Bu sayilara elemanlar diyelim. Bunlarin bir dizilimin iginde olduklarini varsayalim. Ve
bir dizen iginde degiller, yani siralanmamis durumdalar. Ben en kiguk k’ninci
elemanini bulmak istiyorum. Buna k rank’li eleman denir. Bagka bir deyigle elimde
siralanmamig sayilarin bir listesi var. Ve ben bunlari siraladigimda k’'ninci elemanin
hangisi oldugunu bilmek istiyorum. Ama bu dizilimi siralamaya iznim yok. Bu
problemin ¢ézimlerinden biri, naive yani saf algoritmayi kullanarak siralamak ve
sonra da k’'ninci elemanina dénmektir. Bu problemin baska bir olasi tanimidir.

Ve bundan daha iyisini yapmak istiyoruz. Yani dnce A dizilimi siralayabilir, ve sonra
Alk]'ya donebilirsiniz. Bu yapabilecegimiz bir sey. Ve yigin siralamasi veya
birlestirme siralamasini kullanirsak, bu n Ilg n zamanini alir. Biz n Ig n’den daha hizli
olmak istiyoruz. idealde dogrusal zaman istiyoruz. Problem oldukga dogal ve
anlasilir. Bazi uygulamalari da var. Sec¢iminize bagli olarak k, 1 ile n arasinda
herhangi bir sayi olabilir. Ornegin k=1 secersek bu elemanin bir ismi vardir. Bu isim
konusunda oOnerisi olan var mi? Minimum yada en klguk. Bu kolay. Bir dizilimde en
klguk elemani dogrusal zamanda nasil bulabilecegimiz konusunda Onerisi olan var
mi? Dogru.

Dizilimi tarayin. Gordugunuz en kuguk elemanin izini bellekte tutun. Ayni sey
maksimum yada en buyuk, k=n i¢in de gecerlidir. Bunlar kolay orneklerdi. Ama sira
istatistigi problemlerinin ilging bir bicimi median yani ortancayi bulmaktir. Bu da
k=(n+1)/2 tabani yada tavanidir. Bu elemanlarin her ikisine de ortanca diyecegim.
Siralanmamis bir dizilimin ortancasini bulmak oldukga sasirtici, dikkat gerektiren bir
islemdir. Ve bu dersin ana hedefi de bunu yani ortancalari bulabilmektir. Yan trin
olarak rastgele k’ninci en kuguk elemani bulabilecegiz ama esas amag ortancay!
bulmak olacak. Ve gelecek etltte bunun neden bu kadar yararh oldugunu
goreceksiniz. Bir cok durumda siralamaya ihtiya¢c duymaksizin etkili bol ve fethet
uygulamalarini ortancadan yararlanarak gergeklestirebileceksiniz.

Sonugta bir gok problemi dogrusal zamanda ¢6zebilirsiniz. Bugln sira istatistiklerini
bulmak igin iki algoritma isleyecegiz. Her ikisi de dogrusal zamanli. Birincisi rastgele
oldugundan sadece beklenen dogrusal zamani verecek. ikincisi ise en kétii dogrusal
zamanl, yine rastgele bicimli bir uygulamayla bulacak. Rastgele bir bél ve fethet
algoritmasi ile baslayalim. Bunun adi rand-select yani rastgele segimleme.



Parametreleri bizim aligik oldugumuzdan biraz fazla. Sira istatistikleri probleminde
size bir A dizilimi veriliyor. Burada ben simgelemi degistiriyorum ve i’inci en kliguk
elemani ariyorum, yani aradigim dizin yani indeks i oluyor. Ve problemi de birazcik
degistirecegim. Bunu tim dizilimin iginde aramak yerine, dizilimin belirli bir araliginda,
A’nin p ile q elemani arasinda arayacagim.

Buna 6zyineleme yapmak igin gerek duyariz. Bunun bir 6zyinelemeli algoritma olmasi
lazim ¢unkl bol ve fethet yordamini kullanacagiz. Algoritma burada, oldukga basit bir
taban sikki ile birlikte. Sonra gabuk siralama algoritmasinin bir bigimini, rastgele
¢abuk siralamayi kullanacagiz. Bu altyordami iki ders dnce tanimlamamigstik ama
kitabi okuduysaniz ne yaptigini bilmeniz gerekir. Bu altyordam, A[p...q] dizilimi
icinden rastgele bir elemani segmeyi, yani p ve g arasinda rastgele bir dizi se¢meyi,
bunu ilk elemanla degistirmeyi ve sonra da boluntl yordamini uygulamayi onerir.

Ve boluntd, bu ilk elemani, dizilimin geri kalanini bu rastgele boluntiden daha kiguk
veya esit, yada daha buyulk veya esit olarak bélmek igin kullanir. Sadece p ile q
arasindan rastgele bir boluntu elemani segmek, dizilimi yaridan bolmektir; ancak iki
yarimin boyutu birbirine egit olmayabilir. Ve o boluntl elemaninin dizinini yani
indexini, p ile q arasindaki bir sayiyi alarak geri getirir. Ve biz k'y1 bu belirli deger,
yani r — p + 1 olarak tanimlayacagiz. Bunun sebebi k’'nin bu bdltuntla elemaninin rank’i
haline gelmis olmasidir. Bu A[p...q]'nun igindedir. Buraya bir resim gizeyim.

A dizilimimiz var: p ile baslyor, q ile bitiyor. Bagka seyler de var ama bu 6zyineleme
acisindan biz p ile baslayip q ile bitmesiyle ilgileniyoruz. Rastgele bir boluntu
elemani seciyoruz, diyelim ki bunu, ve burada boluntu olusturup buna r diyoruz;
buradaki her sey A[r]'den kuglk yada ona esit, buradaki her sey de A[r]'den buyuk
yada ona esit. A[r] bizim boluntlu elemanimizdir. Bu adimdan sonra dizilim boyle
goruandr. Ve r'yi elde ederiz. Bolintl elemaninin dizisinin depolandigi yeri elde
ederiz. A[r]'ye esit yada ondan kug¢uk elemanlarin sayisi, r dahil, r — p + 1'dir. Burada
r - p sayida eleman vardir ve bu elemani elde etmek igin 1 ekleriz.

Eder 1’den baslayarak sayarsaniz, bu rank 1, rank 2 ise, bu elemanin ranki, k’'dir. Bu
boluntinun yapilanmasindan kaynaklanir. Ve simdi 6zyineleme evresine geliriz. Ve
ortada U¢ durum vardir; bu durumlar i’'nin k ile ilintisine baghdir. Hatirlarsaniz, i
aradigimiz rank’dir, k ise bu rastgele boluntiden gikacak olan rank’dir. k Uzerinde
fazla bir kontrolimUz yok ama sansliysak, i = k olacaktir. istedigimiz eleman budur.

Bundan sonra bolintl elemanina geri doneriz. Buyuk olasilikla aradigimiz eleman ya
sagda yada solda olacaktir. Eger soldaysa dizilimin sol bolgesinde 6zyineleme
yapariz. Eger sagdaysa dizilimin sag bolgesinde 6zyineleme yapariz. Bu evrede is
oldukga acik.. Sadece dizileri dogru belirlemeliyim. Ya bu durumda oldugu gibi, pile
r - 1 arasindaki bolgede 6zyineleme yapacagim; ¢unku aradigimiz sira A[r]
elemaninin sirasinin solunda. Yada sag tarafta r+1 ile q arasinda 6zyineleme



yapacagim. Sol bélgede 6zyineleme yaparsak aradigimiz rank dedismez, fakat sag
tarafta 6zyineleme yaptigimizda aradigimiz rank’in bagil konumu degisir.

Cunkl burada k elemanlarinin bir kismindan vazge¢gmistik. Bu uzunlugun k oldugunu
belitmem gerekirdi. Bir bakima elemanlarin k ranklarini stpurup attik. Ve simdi bu
dizilimin iginde (i —k)’ninci en kiglk elemani ariyoruz. Ozyineleme bu. Yalnizca bir
kez 6zyineliyoruz ve rastgele boluntu bir 6zyineleme degildir. Bu sadece dogrusal
zaman alir. Burada yaptigimiz toplam is dogrusal zaman arti bir 6zyineleme
olmalidir. Bundan sonra da toplam kogma suresinin beklenen degerini gormek
istiyoruz ama once kuguk bir 6rnek yapalim; bu algoritmayi iyice anlamak igin..

Bu dizilimdeki en kuguk yedinci elemani aradigimizi varsayalim. Ve 6rnek olarak da
kullandigimiz pivotun yani esas elemanin ilk eleman oldugunu varsayalim. Yani 6zel
bir durum yok. Rastgele bir dizilim Gretmek i¢in epeyce yazi tura atisi yapmam lazim,
onun i¢in bunu secgelim. Eger altinci elemanda bolintl yaparsam, bu iki hafta énce
isledigimiz ornegin ayni olur, tekrarlamayacagim ama ayni dizilimi, yani 2, 5, 3, 6, 8,
13, 10 ve 11_elde ederiz. Boluntu algoritmasini igletirseniz, elemanlari bu dizende
uretecektir.

Bu bizim r pozisyonumuz. Burada p var; degeri sadece 1. Ve q da en sonda. Ve ben
en kuguk yedinci elemani arlyorum. Bu boluntayu uyguladigimda 6 dérdincu
pozisyona duser. Bu dizilim siralanmig olsaydi, ( ¢inkd buradaki elemanlarin hepsi
6’dan kuguk, suradakilerin hepsi de 6’dan buyuk ) 6'nin dérdincl pozisyonda olacagi
gercegini biliyoruz. Béylece burada r, dérdiincli kareye geliyor. Oyle mi? 12, 11’e
donustl. Bu 11 idi, ister inanin ister inanmayin. Daha agik olayim. Af edersiniz.
Bazen benim birlerim ikiye benzer. lyi bir ézellik degil. Ama bu hatamin tstiini
ortmenin guzel bir yolu. Bunu sinavlarda denemeyin. “Ama suradaki bir aslinda
ikiydi” demeyin; bunu yapmayin.

Dizilimi siraliyor olmamamiza karsin, 6 kullanarak boluntt yaparken sadece dogrusal
is yapariz. Biliyoruz ki dizilimi siralasaydik 6 buraya gelecekti. Diger elemanlarla ilgili
bir sey bilmiyoruz; onlar siralanmis degiller ama bolinti 6zelliklerinden 6’nin dogru
yere geldigini biliyoruz. Simdi 6’'nin rankr'nin 4 oldugunu biliyoruz. Biz 7 ‘yi ariyorduk
ama 4 sayisini elde ettik.

Burada bir seye ihtiyacimiz var. Tahmin ediyorum ki biz 10’u ariyoruz. Hayir, 11’i. Bu
dizilimde 8 eleman olmasi lazim, bu nedenle en blyugun yanindaki olmali. Burada
en buyuk deger 13; simdi hile yapiyorum. Aradigimiz yanit 11. Aradigimiz sayinin
sag tarafta oldugunu biliyoruz aradigimiz rank 7, ve 7 4’ten blyuk. Simdi burada
hangi rank’i artyoruz? Aslinda buradaki 4 elemani degerlendirme disi biraktik.

Bu drnekte k da 4 ¢ikti ¢ginki p 1’e esitti. 6’'nin rank’i, 4 idi. Bu dort elemani attik.
Simdi rank 7 eksi 4’e bakiyoruz ve 3 buluyoruz. Gergekten de Utglncu rank’daki
eleman burada hala 11. Bdylece bunu 6zyinelemeyle bulursunuz. Cevabiniz budur.
Simdi algoritmanin anlagiimig oldugunu saniyorum. Dikkat edilmesi gereken kismi



¢6zimleme fasli. Ve buradaki ¢dzimleme biraz rastgele ¢abuk siralamaninkine
benziyor ama onun kadar karmasik olmadigindan daha hizh caligilabilir. Ote yandan
oldukga karmasik olan rastgele ¢abuk siralamanin ¢ézimlemesinin bir tekrari gibi
oldugundan bize ek yarar saglayacak. Bu algoritmanin beklenen yuritim siresine
bakmak icin daha once kullandigimiz ¢ergeveyi takip edecegiz.

Ve baslangigta kendimizi iyi hissetmek adina, onceki gibi biraz sezgilerimize
guvenecegiz. Arada kendimizi kotu de hissedecegiz; goreceksiniz. Biri iyi biri de kotu
olan iki u¢ durumu dustnelim. Ve bugunku ¢ozumlemelerin hepsinde elemanlarin
birbirinden farkh olacagini belirtmeliyim. Elemanlar benzer oldugunda is bayagi
karmasiklasir. Bu durumlarda algoritmalari biraz degistirmek zorunda kalabilirsiniz
cunkud tum elemanlarin ayni olmasi durumunda rastgele bir elemani sectiginizde
boluntu iyi calismaz. Ama varsayalim ki hepsi birbirlerinden farkl olsun ve ilging bir
durum ortaya ¢iksin. Oldukga sansli bir durum olsun..

En iyi durumlarda tam ortadan boluntlu yapariz demek istiyorum. Bu durumlarda
boluntimuzun solundaki elemanlarin sayisi sagindaki elemanlarin sayisina esittir.
Ama 1/10 oranindan 9/10 oranina kadar olan béluntller de bir o kadar iyi olur. Sabit
kesirlerin oldugu durumlarin iyi olacagini hissederiz; her sabit kesir 1/2 kadar iyidir.
Bu durumda elde ettigimiz yineleme en ¢ok bu kadar kotuduar. Yani bu duruma gore
degisir. Ornegin bélintl yaptigimizda solda 1/10 sagda 9/10 olursa, yanitimizin
hangi bdlgede olduguna baghdir. Eger i gergcekten kigukse yanit 1/10’nun igindedir.
Eger i gercekten blytkse, 9/10’un icindedir, yada ¢ogunlukla 9/10’nun iginde
olacaktir. Biz sansli durumda en kotu durum ¢ézumlemesi yaptigimizdan, Ust sinir

bulunca mutlu oluruz; bu nedenle T(n) en ¢ok T(9/10n) + ©(n) olur diyecegim.

Boluntinun buyuk pargasinda olmanin daha kotu oldugu agik. Bu yinelemenin
¢6zUmU nedir? Yineleme ¢dzmek ¢ok gerilerde kalmisti, degil mi? Bu yinelemeyi
¢6zmek igin hangi metodu kullanmalilyim? Ana metodu kullanmaliyim. Hangi

durumunu kullanmalyim? Ug, giizel, hala animsiyorsunuz. n'°95@ durumuna
bakiyoruz. Burada b 10/9, ama bu ¢ok fark ettirmeyecek ¢inki a 1. 1’in logaritmasi
0’dir. Bu nedenle bu n°, yani 1. Ve n polinomsal olarak 1’den buyuktur. Bu O(n) olur;
ve bu da iyidir. Bizim istedigimiz de bu, yani dogrusal zaman. Sansli durumdaysak bu
cok iyi. Ne yazik ki bu sadece bir 6ngoru ve her zaman sansli durumu elde
edemeyecegiz.

Rastgele ¢cabuk siralamada yaptigimiz ¢ézimlemenin benzerini yapabiliriz. Sansli ve
sanssiz durumlari sirasiyla ele alirsak yine de sansli oluruz ama iglerin ne kadar
kotulesebilecegini gormek igin sadece sanssiz durumu konugsalim. Ve bu gergekten
en kotl durum ¢dézimlemesi olur. Sanssiz durumda 0: n-1 boluntlisuni elde ederiz.
Cunku iki taraftan da boluntt elemanini gikaririz ve boluntl elemanindan daha kiguk
bir sey kalmaz. Sol taraf 0 olur ve sag taraf da n-1. Bu durumda T(n) = T(n-1) arti



dogrusal maliyet gibi bir yineleme elde ederiz. Bu yinelemenin ¢dézimu nedir? n2.
Evet. Bunu bilmeniz gerekirdi. C6zUm n?dir ¢unkU bu bir aritmetik seridir.

Ve bu oldukga kotlidur. Bu siralama yapip sonra da i’ninci elemani se¢gmekten gok
daha kotudur. En koétd durumda bu algoritma gergekte kétudar ama ¢ogu durumlarda
iyi sonug verecektir. Gergekten ¢ok ¢ok sanssiz degilseniz ve her attiginiz yazi tura
yanlis cevabi vermiyorsa bu duruma dusmezsiniz ve daha sansli bir durumla
karsilagirsiniz. En azindan simdi kanitlamak istedigim sey bu.

Burada beklenen yurutim suresinin dogrusal zamanda olacagini kanitlayacagiz.
Yani karesel bir sonug elde edilmesi ¢ok nadir bir durumdur. Ama ileride en kotu
durumun da nasil dogrusal yapilabilecegini gorecegdiz. Bu sorunu buttinuyle
¢ozecektir. Haydi, cozimleme isine baslayalim. Simdi, eskiden buna ¢ok benzeyen
bir gozimlemeyi gérmustiniz. Beklenen zamani ¢ézimlemek igin ne yapmamizi
Onerirsiniz? Bu bir bdl ve fethet algoritmasi olacak ve bu nedenle yinelemeyi kosma
suresini andiracak bir sekilde yazmak istiyoruz.

Yaniti istemiyorum, bu algoritmanin beklenen yuratum suresini gozimlemek igin ilk
adimimiz ne olmali? Duyamadim? Degisik durumlara bakmak, evet. Dogru. Rastgele
bollntlyl yapilabilecegimiz birgok durum var. 0 ve n-1 seklinde boélinebilir. Ortadan
bolunebilir. Bolunebilecegdi n sayida durum var. Bu durumlara nasil bolebiliriz?
Indicator random variables yada gostergesel rastgele degiskenler kullanarak. Cok
dogru. Yapmak istedigimiz iste bu. Gdstergesel rastgele dedisken, ugrastigimiz seyin
sadece bir T(n) fonksiyonu olmadigindan, ayni zamanda rastgele bir degisken olma
acihmini getirir. Bu inceliklerinden biridir. T(n) rastgele secimlere bagldir, bu nedenle
gercekte bir rastgele degiskendir.

Bu yaklasimla, T(n) icin bir yineleme elde ederken gdstergesel rastgele degiskenleri
kullanacagiz. Yani, T(n) giris boyutu n olan bir rand-select yada rastgele-se¢im
uygulamasinin kogsma suresidir. Buraya rastgele sayilarla ilgili bir varsayimi da
acikga yazacagim. Rastgele bir boluntuyl uyguladigim her seferde, o uygulamanin
diger tekrarlarindan tamamen bagimsiz bir rastgele sayi Uretir. Bu ¢ézimlemenin
islevsel olmasi igin bu varsayim énemlidir. Neden oldugunu birazdan goérecegiz. Ve
simdi, sizin de 6nerdiginiz gibi T(n) icin bir denklem yazmak amaciyla goéstergesel
rastgele degiskenlerimizi tanimlayacagiz.

Bunlara X}, diyecegdiz. Burada k = 0... n-1 olacak. Gostergesel rastgele degisken 1
yada 0 olacak. k boélintinln sol tarafinda olursa k =1 degerini alacak. Boéllntlnin
k:n-k-1 oraninda boélinmesi hali disinda k = 0 olacak. 0 ile (n-1) arasinda bu
goOstergesel rastgele degiskenlerden n adet var. Ve her durumda rastgele se¢im ne
olursa olsun bunlardan sadece biri 1 degerinde olur. Digerlerinin timu O olacaktir.
Simdi icinde bulundugumuz duruma gore algoritmanin kogsma suresini
bolimleyebiliriz.



Bu yaptigimiz sezgisel ¢calismayi tum durumlar icin butlnleyecektir. Bundan sonra
beklenene bakabiliriz. T(n)’yi durumlara gore bdlersek, bunun gibi bir Ust sinir elde
ederiz. Eger 0 : (n-1) boluntisu varsa, en kotu n-1 elde ederiz. Bu durumda n-1
boyutlu bir problemde yineleme yapariz. Aslinda 0 boyutlu bir problemde yineleme
yapmak oldukga zordur. Eger 1: (n-2) boélinmesi varsa, iki degerin buyuigunu alriz.
Bu bize mutlaka bir st sinir verecektir.

Ve en altta n-1: 0 bélinmesini elde edersiniz. Bu belirsiz bazi olaylara bagimh gibi
gorunse de gostergesel rastgele degiskenlerimiz bu olaylarin ne zaman olacagini
bize soyler. Bu deg@erlerin her birini gdstergesel rastgele degisken ile ¢arpabiliriz ve
durum uygun degilse sonug 0 ¢ikar ve boluntlu uygunsa 1 ¢ikar ve bize bu degeri
verir. Batin bunlari toplarsak ayni seyi elde ederiz. Sonug, bir tarafta gostergesel
rastgele degiskenlerin tim k degerlerin toplami ¢arp1 o durumlardaki maliyet yani

T(max.{ k, n-k-1}, arti ©(n) olur.

Bir bakima bu yuratim suresini temsil eden rastgele degisken igin yinelememizdir.
Simdi deger hangi durumda oldugumuza bagh olacaktir. Biz tim bu olaylarin olusma
olasiliklarinin ayni oldugunu, boluntu elemanini tekbigimli rastgele segtigimizden
dolayi biliyoruz; ama bekleneni hesaplamadan bu noktadan daha o6te bir
basitlestirmeye gidemeyiz. Bu rastgele degiskenin n? blyuklugunde olabilecegini
biliyoruz. Umariz ki genellikle dogrusal olsun. Her iki tarafta da beklenenleri
hesaplayip istedigimizi elde edecegiz.

Bu rastgele degiskenin beklenen degerine bakalim; bu sadece beklenendir ve bu
tahtada calismak igin buradaki toplamayi suraya kopyalayacagim. Bu toplamanin
beklenen degerini hesaplamak istiyorum. Beklenenin hangi 6zelligini kullanmam
gerekir? Dogrusallik, guzel. Toplamay! disariya alabiliriz. Simdi elimde beklenenlerin
bir toplami var. Her beklenene bagimsiz bakalim. iki bagimsiz degiskenin ¢arpimlari
gibidir. Bu bir gdstergesel rastgele degisken ve bu da daha karmasik bir fonksiyon,
bir kogma suresini temsil eden karmasik bir rastgele degisken; bu degisken de
yineleme isinde yaptigimiz rastgele secimlere bagimhdir.

Simdi ne yapmaliyim? Elimde iki rastgele degiskenin garpiminin beklenen degeri var.
Bagimsizlik, dogru. Eger bu iki rastgele degiskenin bagimsiz olduklarini bilirsem,
carpimlarinin beklenen degerinin beklenenlerinin ¢garpimina esit oldugunu da bilirim.
Simdi bunlarin bagimsiz olup olmadiklarini kontrol etmeliyiz. Oyle oldugunu
umuyorum ¢unku oyle degilse yapabilecegim baska sey kalmaz. Bunlar neden
bagimsiz? Anlamadim? Cunkul dyle olduklarini basta belirttik, dedil mi? Bu varsayim
nedeniyle tum rastgele degiskenlerin bagimsiz segilecegini varsaydik. Burada bunu

bir ara degerlendirmeyle hesaba katmamiz gerekiyor. Bu X, ’lar, X;’”dan baslayip

Xy,_1'e kadar olan toplamadaki bitiin k ’lar, rastgele bollintl icin uygulanan bagimsiz
rastgele segimlere bagimhdir.



Bunlarin hepsi birbirleriyle ilintilidir ciinkd biri 1 olursa, digerleri 0 olmak zorundadir.
Yani X} ’lar arasinda siki ilintiler var. Ama burada olanlar arasinda tek rastgele kisim
su T(max(k, n-k-1)) dir. Dolayisiyla bu rastgele degisken suradaki digerlerinden
bagimsizdir. Ayni ¢gabuk siralamada oldugu gibi ama birkag ders once bazilarinizin
bu konuda kafa karigikhidi yagsadigini gézlemledigimden bunu tekrar ediyorum.
Beklenenlerin garpimini, yani E[X},] E[T(max(k, n-k-1))]'i elde ederiz.

n sabiti disariya alinabilir ama gimdilik igeride birakalim. Bunda n duzeyinde hesap
yapilacak bir beklenen yok. n sabiti n sabitidir. X;,'nin bekleneni nedir? 1/n, ¢linki
hepsi esit olasilikli olarak secilmisti. Bunlardan n adet oldugundan umulan deger 1/n
olur. Deger ya 1 yada 0’dir. Artik bunu pargalamaya baglayabiliriz. Elimizde 1/n ¢arpi
bazi yinelemeli T ¢cagrilarinin beklenen dederi var, ardindan, arti 1/n kere n sabiti (bu
bir sabittir) var; ama her sey n kere toplandigindan bunu burada agalim.

Elimde k =0’dan n-1’e kadar bir toplam var. Saniyorum ki 1/n disariya alinabilir. Ve
[T(maksimum(k, n-k-1))] ‘e kadar umulani kalir. Burada bir surt karmasik parantez
var. Oteki tarafta buna ilaveten k = 0’dan n-1’e kadar olan toplam var. Bunu bir kez
daha yazayim. Basta 1/n var ve icerde de © (n) var. Bu toplam n?. Sonra n'ye
boldugumuzde tum yapi yine n duzeyine gelir. Burada ¢ok ilging bir sey olmadi. Bu
gercekte n duzeyinin bekleneni, n dizeyindedir demektir. n dizeyinin ortalama degeri
de n duzeyindedir.

iiging olan sey bu kisimda. Simdi bu toplam ile ne yapabiliriz? Burada rastgele cabuk
siralama ile yollarimiz ayriimaya basliyor ¢cinku ortada bu maksimum var. Rastgele
cabuk siralamada elimizde T(k) ile T(n-k-1)’in toplami olurdu gunku iki 6zyineleme
yapardik. Burada sadece en buyugunun 6zyinelemesini yapiyoruz. Maksimum bu
yinelemenin hesaplanmasinda blyuk zorluk ¢ikariyor. Maksimumdan nasil
kurtulabilirim? C6zim icin duginmenin bir yolu var mi? Evet?

Kesinlikle. Yari yola kadar toplama yapip buldugum degeri ikiye katlarim. Diger bir
deyisle buradaki degerler iki kez tekrarlaniyor. k = 0 oldugunda da k = n-1 oldugunda
da ayni T(n-1)’i elde ediyorum. k = 1 yada n-2 ayni sonucu veriyor; 2 ve n-3 de dyle.
Pratikte uygulayacagim yontem yari yoldan sonra toplama yapmak. Bu biraz daha
kolay. Ve dizinleri dogru saptamaliyim. n/2’den n-1’e kadar olan taban, guvenli
olacaktir. Sonra elde sadece E[T (k)] olur ama bunu 2 ile garpmayi unuttum, bu
nedenle sunu 1’den 2’ye degistirecegim.

Ve n duzeyi korundu. Bunun nedeni her terimin iki kez goérinmesi. Bunlari digariya
faktorleyip ¢ikarabilirim. Ve eder n tek sayi ¢ikarsa bir seyleri mikerrer sayiyorum
demektir ama en ¢ok da bu degeri alabilir. Bu giivenli bir Gist sinirdir. Ust sinirlardan
baska bir seyle ilgilenmiyoruz ¢unku dogrusal olmayi umuyoruz. Ve bu algoritmanin



kosma suresi kesinlikle en azindan dogrusal; bu nedenle dogrusal bir Ust sinira
ihtiyacimiz var.

Evet, bu bir yinelemedir. E[T(n)] en ¢ok 2/n ¢arpi E[T(k)] icindeki 0’dan n’ye kadar
olan sayilarin yarisinin toplamlari + O (n) olabilir. Biraz karmasik bir yineleme oldu
ama biz bunu ¢ozmek istiyoruz. Aslinda ¢ézimdu rastgele ¢abuk siralama
yinelemesinden biraz daha kolaydir. Bunu ¢6zecegiz. Hangi metodu kullanmaliy1z?
Af edersiniz? Ana metot mu? Ana metot iyi olurdu ama iki yineleme uygulamasindan
her birinde degisik k degerleri olur.

Ana metot sadece uygulamalardan ikisinin de degerleri ve boyutlari ayni ise ¢alisir.
Ana metodu kullanabilsek ¢ok iyi olurdu. Bagka ne var? Yerine koyma. Sorun zorsa,
supheniz varsa yerine koyma metodunu kullanin. Burada iyi olan sey ne istedigimizi
biliyor olmamiz. En azindan sezgisel olarak sonucun dogrusal zamanli olacagini
hissediyoruz. Yani neyi kanitlamak istedigimizi biliyoruz.

Ve bunu direkt olarak yerine koyma metodunu kullanarak kanitlayabiliriz. Burada
0’dan blyuk bir ¢ sabiti olmasI durumunda, bu yineleme ¢ergevesinde E[T(n)]'nin en
¢ok c garpi n olabilecegi savini dneriyorum. Haydi, bunu kanitlayalim. Tahmin
ettigimiz gibi kanitlama yerine koyma ile yapilacak. Bunun anlami, bu esitsizligin tUm
kuguk n degerleri igin gecerli olacagi; buraya n’den ki¢luk yazacagim ve bunu
tumevarimla yapacagiz.. Ve bunu n igin kanitlayacagiz. E[T(n)] ‘i elde ederiz.

Simdi elimizdeki yinelemeyi agacagiz. En ¢ok bu olabilir. Bunu kopyalayacagim. Ve
sonra her 6zyinelemeli tekrarda k degerleri kesinlikle n’den kiguk olacak. Af
edersiniz, yanlis kopyaladim; 0’in degil, n/2’'nin tabani olacakti. Béylece timevarim
hipotezini bunlarin her birine uygulayabilirim. Bu deger hipoteze gore en ¢ok ¢ ¢arpi k
olabilir ve bu esitsizligi elde ederim.

c toplam isaretinin digina alinabilir ginku bir sabittir. Bunu tekrar yazarken biraz
dikkatli olacagim ¢unku ilgilendigim sey burada kalacak toplam. Bu babadan kalma
bir toplama isi. Eger eskiden 6grendiginiz toplama numaralarini hatirlarsaniz bunu
hesaplayabilirsiniz. Eger 0’dan baslayip n-1’e kadar gidersek bu bir aritmetik seridir,
ama burada aritmetik serinin kuyruk yani arka ucu var. Ve siz en azindan Theta’ya
kadar olan degerler i¢in bunun ne oldugunu bilmelisiniz, degil mi? n?, evet.

Kesinlikle O(nz) ‘dir. Ama burada biraz daha iyi bir Ust sinira ihtiyacimiz var ve
gorecegimiz gibi sabitler etkili olacak.

Kullanacagimiz varsayim bu toplamin en ¢ok 3/8 garpi nzolacagldlr. Bu kritik bir olgu
¢cunku bildigim kadariyla 3/8 yarimdan daha kiguktir. Boylece bu 2’den kurtulacagiz.
Ben bunu kanitlamayacagim; bu bir egzersiz olacak. Bunun dogru oldugunu bilirseniz
¢6zum kolaydir ¢cinkt tumevarim yontemiyle kanitlarsiniz. Bu sonucu bulmak biraz
ugrastirir ama ¢ok da fazla bir ugras gerekmez.



Bunu timevarimla kanitlamalisiniz. Simdi sunu basitlestireyim. Bu biraz karmasik
ama istedigim c kere n. Bunu istedigimiz deger eksi kalan seklinde yazalim. Ve bazi
sagcma kesirlerle ugrasalim. Bu 2 kere 3 yani 6 bolu 8 yani 3/4, degil mi? Burada
elimizde 1 var yani 1/4’G ¢ikararak 3/4 elde etmemiz gerekiyor. Ve tahminim, bu da
1/4 garpi ¢ garpi n, Ve sonra iki kez eksili ©(n) var ki arti ©(n) eder. Buraya kadar
yeterince acgik. Bunu yeniden yaziyorum. Boylece surada istedigimizi elde ettik. Ve
umuyoruz ki bu deger eksi degil, ¢iinkl istedigimiz bunun c ¢arpi n’ye esit yada
ondan kuguk olmasi.

Bunun dogru olmasi i¢in de sunun negatif olmamasi gerekir. Durum iyi gérinuyor
glnku c'yi istedigimiz buyuklikte se¢gme 6zgurligumiz var. Bu O simgelemine
gomebilecegimiz herhangi bir sabit bu yinelemeyi gecerli kilacak sekilde segilebilir.
Biz c’yi 0 sabitten 4 kez blyuk secersek bu deger negatif yada eksi olamaz. Bdylece
c’yi © sabitini kiigliik gosterecek buytklikte secgersek esitsizligi gegerli kilabiliriz.

Bu ayni zamanda taban durumudur. Burada belirtmek istedigim konu c’yi aceleyle,
tezimizi gecerli kilmak icin yeterince buyuk sectik ama, se¢im n’nin taban durumunda,
yani n en fazla bir sabit oldugunda etkili olacak. Burada bu 1 civarinda, ¢unku
ozyinelemeli igslem yapmiyoruz. Elde ettigimiz sey bu algoritmanin rastgele se¢imli n

dlizeyinde, yani O (n) ‘lik kosma suresi oldugu. Rahatsiz edici husus, en kot
durumda, gergekten ¢ok sanssizsaniz yurutim suresinin nzolabilecegi. Devam

etmeden 6nce sorular var mi? Bdylece O (n) boyutunda bir beknenen zaman
oldugunu kanitlama isinin sonuna geldik.

En kétii zamanin n?oldugunu gérmiistiik. Her sey anlasildi mi? lyi. Bu kanitiari bir
kez daha gbzden gecirmelisiniz. Bunlar rastgele ¢abuk siralama ve rastgele segimle
i¢csel olarak ilintilidir. Bunlari ezbere bilin. Bu ¢ok iyi bir algoritmadir gunku pratikte
béllntileme islemini cogunlukla ortada, yani 1/4 ile 3/4 arasinda bir yerde yaparsiniz

ve iyi sonug elde edersiniz. En kotd durum igin nz’yi bulmaniz ¢ok nadirdir. Bu
olasilik 1 boli n™ kadar kuguktir. Ama ben teorisyenim ve en kéti durum olarak ©(n)
bulmaniz ¢ok hos olur. Bu umabileceginiz en temiz sonugtur ¢inkd en iyi degerdir.
O(n) ‘den daha iyisini yapamazsiniz. Elemanlara bakmaniz gerekir. Sunu
sorabilirsiniz: Bu en kétl durum davranisindan kurtulup, bir sekilde rastgele
siralamadan kaginarak © (n)’lik en kot kogsma suresini garanti edebilir miyiz?

Bunu yapabilirsiniz ama hi¢ de kolay olmayan bir algoritma kullanmaniz gerekir. Ve
bu bugline kadar gérdiklerimiz arasinda en karmasik olanlardandir. Gelecekte
goreceklerimiz kadar karmasik degil ama, iste burada. En kotii dogrusal zaman
sira istatistikleri. Bu algoritma Blum, Floyd, Pratt, Rivest ve Tarjan gibi unluler
tarafindan gelistirilmis. isimleri B, R ve T ile baslayanlari tanidim; hayir Pratt ile de



tanismistim. Yazarlarin hemen hepsiyle yakinlagiyorum. Bu, biraz eski ama
zamaninda ¢igir acan, bugin de hala hayranlik uyandiran bir algoritmadir. Ron
Rivest burada bir profesoér. Bir stire 6nce profesorlik sinavlarimdan birinin kapaginda
bir saka sorusu vardi.

Soruda, en kotl dogrusal zaman sirasi istatistiklerinin yazarlarindan hangisinin en
zengin oldugu soruluyordu. Ne yazik ki not degeri olan bir soru degildi ama
eglendiriciydi. Burada yaniti soylemeyecegim ¢unku kayit yapiliyor ama bu konuyu
disunidn. Cevabi o kadar agik olmayabilir. Bu yazarlardan bazilari zengindir. Soru en
zengin olanin hangisi olduguydu. Her neyse zengin olmadan 6nce bu algoritmayi
kuramladilar. Ister inanin ister inanmayin, o giinden sonra, zengin olduktan sonra bile
birgok algoritma tasarladilar. Istedigimiz iyi bir pivot, yani esas eleman, garantili bir
pivot. Rastgele bir pivot iyi olacak. Bu nedenle bu konuda en basit algoritma
rastgele bir pivot segendir. YUksek olasilikla iyi se¢cim yapmalidir. Biz iyi bir pivotun
secimini deterministic yani belirlenimci olarak zorlamak istiyoruz. Ve buradaki yeni
fikir pivot Uretiminin yinelemeyle gerceklestiriimesidir.

Yinelemeden bagka ne yapabiliriz? Onceki yinelemelerden bildiginiz gibi, problemi
ikiye bolup iki yineleme uygulamasi yaptigimizda, birlestirme siralamasindaki
dogrusal ek isi elde ederiz. Yani, T(n) = 2[T(n/2) + ©(n)]'yi. Bunu uykunuzda bile
tekrarlamalisiniz. Bu n Ign’dir. Bu nedenle yari boyutlu iki problemle yineleme
yapamayiz. Daha iyisini yapmamiz gerekir. Bir sekilde bu yinelemelerin toplami
kesinlikle n’den az olmalidir. Bu algoritmadaki sihir de burada. Bu nedenle buna
rastgele segim yerine sec¢im diyecegiz. Aslinda dizilime baglidir ama, ben segmek
istedigimiz i'ninci elemana ve iginde se¢im yapmayi istedigimiz dizilimin boyutuna
odaklanacagim. Ve bu algoritmayi rastgele se¢im sikkindakinden daha az kuralla
yazacagim ¢unku bu biraz daha Ust duzey bir algoritmadir.

Suraya algoritmanin bir resmini gizeyim. Birinci adim en garip uygulamalardan ayni
zamanda da Kilit fikirlerden biridir. Elemanlara bakarsiniz ve, bunlar belirli bir dizen
icinde degildir; bunlari bir gizgi Uzerinde gostermek yerine 5’e n/5 boyutlu bir
1zgaraya yerlestirirsiniz. Neden olmasin? Bunu ¢izmek biraz uzun surecek ama siz de
gizerken ayni surede yapacaginizdan zamani rahat kullanacagim. Eninin ne olacagi
onemli degil ama en n/5 olacagindan bunu géz 6ntine alin. En n/5 olacak ama boy
kesinlikle 5 olmalidir. Galiba dodru ¢izdim. Bu kadar yiksegde sayabiliyorum. Burada
5 var. Ve bunun da... ama sayimiz bese bolunur olmayabilir ve son adimda belirsiz
bir sey kalabilir. Ama istedigim sey bu pargalarin n/5’in tabani olmasi..Bdylece
burada en ¢cok 4 eleman kalabilir.

Bu nedenle bunlari gérmezden gelecegim. Fazla etkileri yok. Yalniz bir toplanir sabit
olurlar. Dizilimim burada. Bunu guling bir yoldan yazdim. Bu dikey degerlere dbek
adini verecegim. Bunlari daire igine alacagim; bunu notlarimda yaptim ama daire
icine almaya basladiginizda isler bayagi karisacaktir. Sizi uyariyorum; bu sekil ¢cok



dolu olacaktir. isin sonunda neredeyse anlasiimaz olacak ama bu kaginilmaz bir
durumdur.

Eger gergekten sikilacak olursaniz sekli birkag kez gizebilirsiniz. Nasil buyddugunu
de cizmelisiniz. iste bunlar 6bekler, begli dikey dbekler.

Sonraki adim, ikinci adim yinelemektir. Burada isler biraz sira disi, daha da sira
disidir. Aa, af edersiniz. Bir ile iki arasina, bir ¢izgi cizmem gerekirdi, bu nedenle
bunu asagi kaydirip buraya yerlestirmeliyim. Bu arada birinci adimda her grubun
ortancasini da bulmak istiyorum. Yapmak istedigim sey, bu sekle bakip her 6bekteki
bes elemanin ortalarindaki eleman ortanca olacak sekilde yeniden yapilanmalarini
hayal etmek. Bu nedenle bunlara her bir grubun ortancalari diyecegim. Bes
elemanim var ve bu yuzden ortanca tam ortalarindadir. Buradaki iki eleman
ortancadan klguk, iki eleman da ortancadan buyuktir. Her elemanin birbirinden farkh
oldugunu varsaymistik. iste buradalar ve ben de onlari hesaplarim. Bu ne kadar
zamanimi alir? n bélu bes 6bek, her birinde bes eleman var; her birinin ortancasini
hesaplamak ne kadar zaman alir?

Duymadim? Evet, 2 kere n/5. Bu O(n) ‘dir ve bitin bilmek istedigim de budur. Yani,

karsilastirmalari sayiyorsunuz ve bu iyidir. Bu kesinlikle © (n) ‘dir. Burada her grubun
icinde sabit sayida karsilastirma yapmak zorunlulugum var ¢unku sabit sayida
eleman var. Bu nedenle fark etmez. Buna gore rastgele segim bile kullanabilirsiniz.
Ne yaparsaniz yapin, bu is sabit sayida karsilastirma gerektirir. Bir karsilastirmayi
birden fazla kez yapmadiginiz surece..

Bdylece bu kisim kolaydir. Bes saylyi siralayip uglncusune bakabilirsiniz, gok fark
etmez ¢linkl sadece bes sayi var. Bu kurnazca bir fikirdir. Elimizde zaten dbekte
ortaya yakin yerlesmis bazi elemanlar vardir. Su ana kadar da sadece dogrusal is
yaptik; bu nedenle buraya kadar iyi gittik. Simdi daha énce yazmaya basladigim ikinci
adima gecgecegiz ve yinelemeye baslayacagiz.

Sonraki dusunce elimizde n tabaninda n/5 tane ortanca olusmasindan ¢ikar. Bu
ortancalarin ortancasini hesaplayacagim. Bunlari yeniden dizenledigimi hayal
ediyorum. Ve maalesef ¢ift sayiyla kargilasiyorum, bunlar alti adet; ama yeni bir
duzenlemeyle ikinci bir kare ¢iziyorum ve buradakini ortanca olarak segiyorum.
Bdylece bu ikisi ortancamdan kesin kuglk, bu G¢u de kesinlikle blytk oluyor. Simdi
gorunuste bu bana buralardaki diger elemanlar konusunda higbir sey anlatmiyor.

Buna donecegiz. Aslinda o elemanlar hakkinda bir seyler agikliyor. Ama simdilik bu,
su elemanlarin ortancasi durumundadir. Bu elemanlarin her biri de bes elemanin
ortancasidir. Simdilik butun bildigimiz bu. Bunu yinelemeli olarak yaparsak T(n/5)
zamanini alacaktir. Su ana kadar iyi gidiyoruz. Boyutu n/5 olan ve dogrusal is



gerektiren bir problemi yineleme ile ¢ozmeye katlanabiliriz; dogrusal zaman aldigini
biliriz. Ama bundan fazlasi var. Henuz isimiz bitmedi.

Sonraki adimda x boluntu elemanimiz olacak. Orada boluntu yapacagiz.
Algoritmanin sonraki sureci rastgele boluntlye ¢ok benzediginden, K’'yi X’in rank’i
olarak tanimlayacagiz. Ve bu yapilabilir ve n —r + 1 gibi bir sey olur, ama bunun nasil
yapilacagini yazmayacagim, ¢unku burada daha Ust dizeyde ¢alisiyoruz. Ama
yapilabilir. Ve bundan sonra (g yollu dallanma gelir. Eger i k’ya esit ¢cikarsa mutlu
oluruz. Pivot elemani aradigimiz elemandir ama daha buyuk olasilikla i k'dan daha
kUguktur veya k’dan daha buyuktar. Sonra uygun yineleme uygulamasina gegeriz ve
i'nin en kiguk elemanini yinelemeli olarak segeriz...

... dizilimin alt bolgesinde.. Boluntu elemaninin solunda.. Aksi takdirde i — k’ninci en
klcuk elemani dizilimin Ust bolgesinde yinelemeli secgeriz. Bunu Ust duzeyde
yaziyorum ¢unku daha onceden gormustuk. Tum bunlar rastgele se¢im
uygulamasinin son adimlarinin aynisidir. Algoritma budur. Onemli soru: Neden
calisir? Neden dogrusal zamanlidir? ilk soru: Yinelemesi nedir? Bu evrede bunu
yazamiyoruz ¢unku ozyinelemeli alt problemlerin hangi boyutlarda olabilecegini
bilmiyoruz.

Onceden oldugu gibi ya alt bélgede ya da st bélgede 6zyineleme yapacagiz. Eger
sanssizsak ve ortaya 0'dan n-1’e gibi bir boluntileme olursa, bu karesel zamanh bir
algoritma olur. iddiamiz bu béliinti elemaninin iyi olacaginin garantili oldugudur. Bu
islemin kosma suresi bir seylerin T’si ¢arpi n olacaktir ama o bir seylerin ne oldugunu
bilmiyoruz. Ne kadar buyuk olabilir? Aslinda bunu size sorabilirim.

Ama burada biraz dolayl yoldan gidiyoruz onun igin size sdyleyecegim. Su anda
elimizde T(n/5)’'in yinelemesi var. Bu 6nce bir sabit olmali, sonra o sabitle n’nin
carpiimasi gerekmeli ve sabitin 4/5'den kesin kuglk olmasi gerekmektedir. Eger 4/5’'e
esitse o durumda problemi yeterince bdlemez ve n Ign kosma suresini elde
edemezsiniz. Eger 4/5'den klgukse bu durumda problemi bir sabit faktdr oranina
indirgeyebilirsiniz.

Yinelemeli alt problemlerin hepsini, n/5 ve bir seyler ¢carpi n’yi toplarsaniz, bir kere
n’den kesinlikle daha kuguk bir sabit elde edersiniz. Bu isi geometrik olmaya zorlar.
Egder geometrik ise sonunda dogrusal zaman elde edersiniz. Bu sezgisel bir
yaklagimdir ama dogru bir dngorudur. Dogrusal zamanli sonuglar elde etmeyi
hedeflediginizde bunu aklinizdan ¢ikarmayin. Bol ve fethet islemi yapiyorsaniz,
toplam alt problem boyutunu bir garpi n’den daha kuguk bir sabit olarak elde
etmelisiniz. O zaman sonug alirsiniz.

Evet bu sabiti burada hesaplamaliyiz. Bunun igin de su ana kadar sasilacak olgude
karigik olmayan bu sekli kullanacagiz. Simdi onu karmakarisik edecegiz. Yapmak
istedigim sey, bunlara ister iki eleman, ister nokta, ister tepe noktasi deyin, aralarina



bir ok ¢izmektir. Bunlara a ve b diyelim. Okun ucunu daha blytk olan degere
yonlendirmek istiyorum, yani burada a, b’den ki¢uk anlamina gelir. Bu yalnizca bu
sekle iligkin simgelemdir. Simdi bu elemanla ilgili bildiklerimi yazacagim. Bu eleman
su 5 elemanin ortancasidir. Cizimi yaparken bu elemanlarin ortancadan daha buyuk
oldugunu, su elemanlarin da ortancadan daha klguk olduklarini varsayacagim. Bu
nedenle oklarim bu sekilde olacak. Burada kegke renkli tebesirim olsaydi diyorum.

Su sadece bu elemanin su elemanlarin ortasinda oldugunu belirtmektir. Bunu her
sutunda biliyorum. Bu noktadan sonra sekil karmagik olmaya baslar. Daha isim
bitmedi. Simdi bu elemanin da ortancalarin ortancasi oldugunu biliyoruz. Bu ortadaki
kare icinde gosterilenlerin hepsinin ortancasidir. Ve bunlari ortancadan kuguk olacak
sekilde, bunlari da ortancadan buyuk olacak sekilde gizecegim. Cizecegim, ¢unku
algoritma bunu yapamaz; her seyin nasil isledigini bilmek zorunda dedgil. Belki bilebilir
ama burada yaptigimiz yalnizca ¢ozumleme amaclidir. Bu elemanin gsundan buyuk
oldugunu biliyoruz, sundan da buyuk oldugunu biliyoruz. Ama diger elemanlarla ilgili
dogrudan bir bilgimiz yok.

Bildigimiz tek sey bu elemanin su ikisinden buyuk oldugu ve bunun da sunlardan
kUguk oldugudur. Simdi bu sdylediklerim elde ettigimiz sekil kadar karisik. Simdi daha
klguk olma durumunun guzel 6zelligi bunun transitive yani gegisli bir iliski olmasidir.
Bu grafikte yonlu bir yolum varsa, bu elemanin su elemandan kesinlikle daha kuguk
oldugunu bilirim ¢lnkd bu sundan kuguktur ve bu da sundan kuguktir. Bunun dogru
oldugunu her ne kadar sadece bir sutunda, bu orta sutunda biliyor olsam da,
gercekte x olarak anilan bu elemanin butun bu elemanlardan daha buyuk oldugunu
da bilirim; ¢unkU o, bu oklara gore, bundan, sundan ve su elemanlarin her birinden
daha buyuktur. Burada dikdortgenler gizecegim; siz bunu ¢izmek zorunda degilsiniz
ama geri plani daha da karistiracagim. Su dikdortgenin igindeki tim elemanlar
bundan daha buylk yada buna esit, bu dikdortgenin igcindeki tim elemanlar da x’den
kuguk yada x’e esit. Simdi bunlardan kag tane var? Aslinda, bu yaklasik 6bek
setlerinin ortasinda ve bu da bu sutunlarin 3/5’idir.

Bdylece elde ettigimiz en azindan: Elimizde n/5 ébek var ve bu 6beklerin yaklasik
yarisi burada; bu nedenle suna n/2’nin tabani diyelim. Her grubun iginde de ¢
eleman var. Boylece elimizde, x’'den kig¢lk yada ona esit olan, en az 3 ¢arpi n/5’in
tabani, boll 2 n taban elemaninin tabani olur. Ve bunun benzerini xX’den buyuk yada
esit durumu icin de elde ederiz. Bunu birazcik daha basitlestireyim. Simdi bunun
neden oldugu konusunda daha fazla gerekge de verebilirim; sekli bu amacla gizdik.
Elimizde en az x’e esit yada x’den kuguk olan (n/5 bolu 2) 6bek ortancasi var.

Kullandigimiz sav budur. Obek ortancalarinin yarisi x'den kiicliik yada x’e esit ¢linki
x Obeklerin ortancalarinin ortancasidir; bu bayuk bir strpriz degil. Bu neredeyse bir
esitlik ama biz tabanlar Uretip bunlarin daha buyuk yada esit olmalarini sagliyoruz.
Ve her 6bek ortancasi i¢in o 0bek ortancasindan daha kuguk yada esit u¢ eleman



oldugunu biliyoruz. Gegislilik kurali baglaminda bunlar da x’den kliguk yada x’e esit
oluyor. Boylece bu sayi kere ¢ elde ediyoruz.

Bu aslinda n/10 ‘un tabanidir. Bunu anlatirken gereksiz detaylara girdim ama bunun
geldigi yer budur. Bildigimiz bunun simdi en az 3/10 oldugu yani yaklagik 3/10
elemanin bir tarafta oldugudur. Aslinda en az 3/10 eleman her iki tarafta da vardir.
Bu nedenle iki taraf da en fazla 7/10 elemana sahip olabilir. Bdylece buradaki sayi
7/10 olur. Ve eger sansliysam, 7/10 arti 1/5, 1’den kesin kiigiik olacaktir. Oyle
olduguna inaniyorum ama onlu saylarla ¢alisirken biraz zorluk gekerim. Sadece ikili
tabanl sayilarda iyiyim. Kuguk bir basitlestirmeyi kullanarak distinmeyi biraz daha
kolay hale getirecegiz. Bu da su tabandan kurtulmak amacina donuk olacak, gunku
taban rahatsiz edici. Ve burada bir 6zensizlik 6n kurami da olmayacak.

Oyle olur ki, eger n yeterince blyiikse 3 kere n/10’un tabani, 1/4’e esit yada ondan
blayuktir. Ceyreklerle rahat ¢alisabilirim. Savimiz her grubun boyutunun en az 1/4, en
cok da 3/4 oldugudur -- 1/4 diger tarafta kaldigindan. Bu 3/4 olur ve ben 1/5’in
1/4’den daha kiguk oldugunu sdyleyebilirim. Béylece bu toplam kesinlikle 1’den
klguk cikacak ve algoritmamiz galisacaktir.

Ne kadar zamanim var? lyi. Bu noktadan sonraki ¢ziimleme kolaydir. Boyle bir
algoritmayi nasil kuramlayabilmigler ki; bunun bir bolintl elemanini bulmak igin gok
iyi bir secim oldugunun ve her iki yinelemenin de toplam sureleri dogrusal zamanda
ciktigindan bunun ¢ok iyi oldugunun farkinda misiniz? Bu nedenle birgok Unld kisinin
emegi gerekmisg. Testlerde yada genelde bu derste bu kadar akilli bir algoritma
uretmek zorunda kalmayacaksiniz ¢unku ortancayi bulmak igin bu algoritmayi
kullanabilirsiniz. Ortanca gergekten iyi bir bollintl elemanidir. Simdi bu algoritmayi
bildiginize gore ve 1973 gecmiste kaldigina gore, bunu nasil yazabileceginizi bilmek
zorunda degilsiniz. Soylemek istedigim sey algoritmanin nasil ¢galistigini bilmeniz
gerektigi ama bagska bir algoritmayla ugrasirken bunlari yeniden yapmak yerine bu
algoritmaya “gcalis” komutunu verebilecegdinizdir. Bdylece ortancay dogrusal
zamanda bulur, solda ve sagda bdluntuleri yaparsiniz.

Ve hem sol hem de sagdaki boluntilerin boyutu tamamen esit olur. Cok iyi. Bu
gercekten guclu bir altyordamdir. Bunu her yerde kullanabilirsiniz ve gelecek derste
de kullanacaksiniz. Kogma suresini yeterince ¢dzumledim mi? Birinci adim dogrusal.
ikinci adim T(n/5) ‘tir. Uglincli adimi yazmadim ama o da dogrusaldir. Ve son adim
da yalnizca bir yineleme uygulamasidir. Simdi bunun 3/4 oldugunu biliyoruz.

Bu yinelemeyi elde ederim: T(n) , en ¢ok T(n/5) arti T(3/4 kere n) ‘ye esittir
diyece@im. 7/10 da kullanabilirdiniz. Ayni sonucu verirdi ama bu durumda bir de
tabana ihtiya¢ olurdu ve bunu yapmayacagiz.

Ben bunun dogrusal oldugunu savunuyorum. Bunu nasil kanitlayabilirim? Yerine
koyma metoduyla..T(n)'nin en ¢ok c garpi n oldugunu sdyleyin, bu yeterli olacak.



Kanitlama yerine koyma ile_yapilacak. Bunun da kuguk n deg@erleri igin gecerli
olacagini farz ediyoruz ve n igin kanitlamak istiyoruz. T(n) en ¢ok bu degeri alir:

T(n/5). Tumevarnim yaklagimiyla, n/5, n’den daha kiguk oldugundan, bunun en fazla
¢ oldugunu biliriz. Bunu c / 5 ¢arpi n seklinde yazayim. Neden olmasin? Sonra

burada 3/4 kere cn var. Sonra da dogrusal bir terim var. Simdi maalesef ikinin katlar
olmayan deg@erlerle ugragsmak zorundayim. Notlarima bakarak kopya ¢ekecegim. Bu

ayni zamanda 19/20 kere c kere n arti ©(n) olarak bilinir. Burada énemli olan bunun

kesinlikle birden kuguk oldugudur. Birden kesin daha kuguk oldugundan, buraya 1
kere c(n) — burada degeri 1/20 olan bir sabit olarak yazabilirim; burada kalan bir

degder, 1/20 ¢arpi c ¢arpi n oldugu surece.. Burada da rahatsiz edici bir O(n) terimi
var ki bunun eksi degerli olmamasini istedigimden Theta’dan da kurtulmam gerekir.

Ama bu zaten eksi degildir; buradaki sabiti gok blyuk secgersiniz, drnekte 20’den
blyUk secilmesini gerektiriyordu, degeri arti olur. Yani bu yeterince buyuk ¢ degerleri
icin en fazla c kere n’dir. Bu arada, n burada kullandigimiz gibi 50’ye esit yada
50’den kugukse T(n) ne yaparsaniz yapin bir sabit olur ve T(n) daha buyuk c
degerleri icin en ¢ok ¢ kere n’dir. Bu savimizi kanitlar. Tabii buradaki sabit ¢cok
buyudktar. Durum kogsma sureleri ve sabitlerin ne olduguna baghdir, bunlar da
makinenize baghdir ama pratikte bu algoritma ¢ok kullaniligh degildir; gunku sabitler
cok buyuk olur. Bu elemanin yaklasik orta yerde olacagi garantili olmasina ragmen
ve bu yinelemelerin toplaminin kesinlikle n’den kiiglk ¢gikmasina ve bunun geometrik
olmasina ragmen ¢ok pratik degildir; sonug geometrik ¢ikar gunki problem her
tekrarda en az 19/20 oraninda kuguldr.

Yani problemin gergekten kigllmesi epey sure alir. Pratikte isi sansa birakmak
istemezseniz bu algoritmayi kullanmazsiniz. Rastgele algoritma gergekten hizli
calisir. Teoride bu sizin dugunuzdur, umabileceginizin en iyisidir ginku dogrusaldir ve
buradaki dogrusallik garantilidir. Bitirmeden once bir alistirmadan s6z edecegim.

Neden begli 6bekler kullandik? Neden Uclu dbekler degil? Tahmin edebilecegdiniz gibi
cevabi Uclu dbeklerle istenilen sonucun alinamayacagidir. Ama bunun neden
olmadigini bulmak gelistirici bir gaba olur. Bu problemde begsli yerine U¢lu dbekler
kullanirsaniz intiya¢ duyulan problem kugulmesini elde edemezsiniz. Bunun igler
olacag@i en kuguk deger bestir. Yedili 6beklerle de ¢alisir ama, teorik olarak bir sabit
faktorden daha iyi sonug alamazsiniz. Soru var mi?

Pekiyi. Gelecek derste gorusuriz..



