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iy Y Ikili-arama-agaci siralamasi

““ .”.I. ..I‘I.

T« O 1= I den n' ye kadar degistiginde,
> BOS bir BST(lklh arama agaci) yarat.

AGAC ARAYA YERLESTIRMESI YAP (7, A[i])
7"'nin 1¢inde sirali adimlama yap.

Ornek:
A=13182675]

Agac¢ adimlama stires1 = O(n),
ancak BST'y1 olusturmak
ne kadar zaman alir?
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— " « BST siralamasi ¢oziimlemesi

\‘

BST siralamasi cabuk siralama karsilastirmalarinin
aynisini, bagka bir diizende yapar!

Agaci olusturmanin beklenen stires1 astmptotik
olarak ¢abuk siralamanin kosma suresinin aynidir.
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— Dﬁgiim derinligi
Bir dﬁgﬁm derinligt =AGAC ARAYA YERLESTIRMESI
i¢in yapilan karsilastirmalar. Tum girdi
permiutasyonlari esit olasilikli varsayilirsa:

Ortalama digim derinligi

n
_ | E Z (Bogum i' yi araya yerlestirmek i¢in
n i gerekli karsilastirmalarin sayisi)

=1 O(nlgn) (Cabuk siralama analizi)
n

—O(lgn) .
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TUBA
Daktilo Metni

TUBA
Daktilo Metni
(Boğum i' yi araya yerleştirmek için
  gerekli karşılaştırmaların sayısı)

TUBA
Daktilo Metni


iy Agacm beklenen yuksekligi

“\‘ s

Ama, ortalama diigim derinliginin rastgele yapilanmis bir
ikil1 arama agacinda (BST) = O(lg n) olmasi agacin beklenen
yuksekliginin de O(lg ) oldugu anlamina gelmeyebilir
(buna ragmen Oyledir).

Ornek.

I

<lgn

l

-Ort. derin. <

h=+n

]
n

= 0(lgn)
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= Rastgele yapilanmis bir ikili

\—-ﬁ_

1\‘\_‘ oW e

~ arama agacinin yuksekligi
Cozumlemenin ana hatlarr:
» Jensen’in esitsizligini, kanitlayin; yani:
Her digbiikey fonksiyon f ve rastgele degisken X
icin f(E|X]) < E[f(X)] oldugunu kanitlayin.

 Rastgele yapilanmis bir BST'de iistel yiiksekligi
n digum 1¢In gozumleyin burada rastgele
degisken ¥V, = 24 'dir, ve X, agacin yuksekligini
tammlayan rastgele deglskendlr

e Sunu kanitlayin: 2505 < E[2% | = E[Y -] = 0(n’)
olsun ve boylece £[.X, | = O(lg n) c;lksm
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r"' Disbiikey fonksiyonlar

/: R — R fonksiyonu disbhiikeydir; eger tim
o3 = 01se.. Ayricaa + 3 =1 ve

flox +Py) < a fix) + BAY)

tim x,y € R 1se..

of(x) + BAY)

fx)

Ao+ By) |

x  ox+ Py Y
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Dlsbukeyllk onkurami

“\‘

Onkuram. /: R — R disbiikey bir fonksiyon olsun,

ve o, 0, ..., 0. negatif olmayan gercek sayilar
olsun; Oyle ki 2., o, = I'dir. Bu durumda, herhangi
bir gercek say1 x,, x,, ..., x 1icin:

f EZ akxkj <> . f(x;) olur.
k=1 k=1

Kanitlama. n kullanarak timevarimla. » = 1 1¢in
o, = 1, ve boylece flo,x,) < a,f(x,) olur.
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_ Kanltlama (devami)

“\‘

Tﬁmevarlm adimai:

f(kznllakxk]:f( 5,

Cebir.

.
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ALGORIT

Kanltlama (devam)

“\‘ -

Tumevarlm adimai:

f[kzn’iakxkj:f[ 2,

n—1
Sanf(xn)+(l_an)f[zl = xkj

=11~ %y

Digbiikeylik.
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Kanitlama (devami)

W

Tumevarim adimai:

f[kilakxkj:f[ 5,

1
<at, f(x,)+ (1~ a)f(Z xkj

kl —a,

e

S (xg)
—a,

n—
Soznf<xn>+<1—oz,f,>21
k=1
Tumevarim.
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o MRS .,
k e ———m
o \‘

Kanitlama (devam)

Tumevarim adimai:

f(zn:akxk) = f{anxn +(1- an)nz_i “k xkj
k=1 kzl1 —ay

Sanf(xn)+(1_an)f(nzl “k ij

n—1
<a,f(x)+ (=)}, ™ fx)
k=11~ %
= Zakf(x.k) Ceburr.
k=1
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- S Dlsbukeyhk onkurami: sonsuz durum

ARy

Onkuram. /: R — R bir disbiikey fonksiyon ve

oy, Oy, ..., negatif olmayan gercek sayilar olsun;
oyle ki 2, o, = 1. Bu kosullarda, her ger¢ek
sayl x, X, ..., 1¢IN:

f(i O‘kxkj S iakf(xk) olur;

bu toplamlarin var oldugu farz edildiginde..
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ALGORITHM:

_— Dlsbukeyhk onkurami: sonsuz durum

W

Kanit. Digblikeylik onkurami geregi, her » > 1 1¢1n,

n

1Y <, <Z T f(x,).

k=1 a. a.
=l ! =1 !
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ALG

_— Dlsbukeyhk onkurami: sonsuz durum

W

Kanit. Digblikeylik Onkurami geregi, her » > 1 1¢in,

n

1Y <, <Z T f(x,).

k=1 a. a.
=l ! =1 !

Her 1ki tarafta da limit alma 1slemi1 yaparak
(esitsizlik kesin olmadigindan bunu yapabiliriz):

1 § . 1 <
lim f X, |<lhm— Zakf(xk)
SR o, k=l N A k=l
l:1 ZJ\ J A\ l:1 lj\ J
— 1 _)Zakxk — 1 _)Zakf(xk)
k=1 k=1
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o \w O

!" . . Jensen’in esitsizligi

Onkuram / bir digbuikey fonksiyon ve X rastgele
bir degisken olsun. Oyleyse, 7(E[X]) < E[ f(X)]' dir.

Kanit.

f(ELX]) = f( S k-Prix - k}j
f=—0o0

Beklenenin tanimi.
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o \w O

=~ Jensen’in esitsizligi

(")Il.lqkuram. / bir digbiikey fonksiyon ve X rastgele
bir degisken olsun. Oyleyse, f(E[X]) < E[f(X)]'dir.

Kanit.

F(E[X]) = f[ Y k-PriX = k}]
k=—00
< if(k) Pr{X =k}
k=—0o0

Disblikeylik onkurami (sonsuz durum).
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7.1 Jensen’in esitsizligi

Y

(")Il.lqkuram. / bir digbiikey fonksiyon ve X rastgele
bir degisken olsun. Oyleyse, f(£[X]) < E[ f(X)]'d1r.

Kanit. .
f(E[X]) = f( D k-PriX = k})
f=—0o0
< if(k) Pr{X =k}
f=—0o0
= E[f(X)].

Sasirtici, ama dogru adim - bunu diistinin.
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|W oo o Ww e oo 'Y °
= 4+ BST ytuksekligi ¢cozumlemesi

X, rastgele yapilanmig 1kili arama agacinin
n diglimli durumunun yiiksekligini tanimlayan
rastgele degisken olsun, ve ¥, =24 de agacin

ustel ytiksekligi olsun.
Agacin kokuntin ranka (rtitbesi) £ 1se,

X, =1 +max{X, {, X ,}di,

¢linkii kokiin hem sag hem de sol alt agaclarn
rastgele yapilanmistir. Bu nedenle,

Y, =2 -max{Y, 4, Y, .} olur.
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ALGORI"
.

y :;‘ Cozumleme (devami)

Gostergesel rastgele degisken Z , 'yi tanimlayin:

/

n

=

1 eger kokiin rutbesi « 1se,

0 diger durumlarda.

Boylece, PriZ =1} =E[Z | = 1/n, ve

n
Yn = Zznk(z ' maX{Yk—IDYn—k}) °
k=1
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g Ustel yukseklik ylneleme51

“\‘

n
ElY,]=E Zznk (2-max{¥;_;,Y,_+})
= |

Her 1ki tarafin beklenenini alin.
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G

=71 Ustel yiikseklik yinelemesi

E[Y,]=E| ) Z,;(2-max{¥,_;.Y, ;})
-

=Y E[Z,;(2- max{¥;_1,Y,_;})]
k=1

Beklenenin dogrusalligi.
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\
Y

”'5,'5 Ustel yukseklik yinelemesi

E[Y,]=E| ) Z,;(2-max{¥,_;,Y, ;})
-

=Y E[Z,;(2-max{¥,_,Y,_;})]

=2> E[Z,; ] E[max{Y;_,Y, ;]

Kokiin rankinin alt agaglarin koklerinin
ranklarindan bagimsizligi.
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=71 Ustel yiikseklik yinelemesi

E[Y,]=E| > Z,;(2-max{¥;,_;,Y,_;})
-

=Y E[Z,;(2-max{¥,_,Y,_;})]

=2> E[Z,; ] E[max{Y;_,Y, ;]
k=1

D EY +Y, ]
=

IN
1\

Iki negatif olmayan sayimin en biiyiik degeri
en ¢ok toplamlari olabilir ve E[Z, ] = 1/n.
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1“‘

W Ustel yiikseklik yinelemesi

ElY,|=E anznk (2-max{¥;_;,Y,_+})
k=1 |
=Y E[Z,(2-max{¥,_,Y,_;})]
fr=

1
ZE[an] - Elmax{Yy 1, Y, ;]

=2
k=1
n
< 22 E[Y, ;+Y, ;]
7 k=1
AS 1E v Her terim iki kez goriiniir;
e [ yeniden dizin olusturun.
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ALGORITHMS

= 4 Yinelemeyi ¢ozmek

Art1 degerli bir ¢ sabiti
igin, E£[Y, ] < cn’

oldugunu gosterirken
Kerme koyma metodunu
kullanin; burada ' y1
1lk durum kosullarimi
saglamasi 1]%111 yeterince
buyuk secebiliriz.

n—l
E[y,]=% Y E[Y;]
Ly
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— - ~ Yinelemeyi ¢cozmek

“w‘

Artl degerh bir ¢ sabiti

4%
igin, £[Y, ] < cn’ kZ;)
oldugunu gostermek 1¢in, 4 IS
yerine koyma metodunu e ck

kullanin; burada c' y1 .
, Yerine koyma.
1lk durum kosullarini

saglamasi 1¢in yeterince

bliytuik secebiliriz.
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g ~ Yinelemeyi ¢ozmek

“\‘

Arti degerh bir ¢ sabiti 4=

igin, £[Y, ] < cn? E[Yn]:n];)E[Yk]
oldugunu gosterirken o
yerine koyma metodunu <4 Z k3
kullanin; burada ¢' y1 ni_y

1lk durum kosullarini 4 1
saglamasi 1¢in yeterince = -[ox X

buiyuk secebiliriz.
Entegral metodu.
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- iy ~ Yinelemeyi ¢ozmek
Artl degerh bir ¢ sabiti _4

igin, £[Y, ] < cn’ ELY, ZE %]
oldugunu gosterirken
yerine koyma metodunu <4 Z k3

”ko

kullanin; burada ¢' y1 njio
1lk durum kosullarim ,

- o e . < 4'C' 3d
saglamasi 1¢in yeterince = J-OX X

bliyuk secebiliriz.

_4c (n“ j
n\ 4
Entegrali ¢ozln.
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;“‘\:;: Yinelemeyi ¢ozmek
Art1 degerli bir ¢ sabiti AR = Y]
nl— k

n

igin, £[Y, ] < cn’
oldugunu gosterirken
yerine koyma metodunu <435 13

kullanin; burada ¢' y1 1m0
11k durum kosullarim ,

- o o . < 4'C' 3d
saglamasi 1¢in yeterince = J-ox X

bliyuk secebiliriz.

=cn’.  Algebra.
(cebir)
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TUBA2
Daktilo Metni
(cebir)

TUBA2
Daktilo Metni

TUBA2
Daktilo Metni

TUBA2
Daktilo Metni


IH l‘a

= 4~ Buyuk final

““ .”.I. .. .

Hersey bir araya getirilirse,
yani 250 < E[24]

Jensen’1n esitsizligl ¢ikar, ¢linku
f(x) = 2" digbiikeydir.
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ALGORITHMS

-‘!*\-L‘ "f Buyuk final

\
Y

Hersey bir araya getirilirse,
2EMl < E[24n ]
= ElY,]

n

Tanimlama.
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{H\1‘a

- '"' Buyiik final

“\‘

Hersey bir araya getirilirse,
=k :Y ]

n

<cn’.

Biraz once gosterdigimiz sey.
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\
Y

-“'5”," Buyuk final

Hersey bir araya getirilirse,
2613 < E[240 ]
= E[Y, ]
<cn’.

Her 1ki tarafta lg alindiginda sonug:
E[X 1<3lgn +0O(1) olur.
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.-f‘ W« Sureg sonrasi

- e -

S. Coziimleme bu denli zor olmali mi1?

S. Ustel yiiksekligin ¢éziimlenmesiyle
neden ugrasmali?

S. Neden yinelemey1 direkt olarak
Xn =1+ maX{Xk_l, Xn—k}

uzerinden gelistirmemeli?
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|--m
. Surec; sonrasi (devami)

1\w‘ -

C.

max{a, b} <a+ b esitsizligi
zayif bir ust sinir saglar, ¢unkt |a — | buyudukee
sag altagac, sol altagaca yavas yaklasir.

max {24,201 <24 4 2b

sinirlamasi oldugunda |a — b| buyudukce
sag alt agacin sol altagaca yaklagsmasi hizlanir.
Jensen'in esitsizligi kapsaminda f{x) = 2" 'in
digsblikeyligini kullanip, uistellerin toplamiyla
islem yaparak siki bir ¢oziimleme elde edebiliriz.
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ALGORI
B i
|

= .~ Diisiince egzersizleri

* Cozuiimlemeyi ne olacagini gormek 1¢in
dogrudan X kullanarak yapin.

 Kanitlamada neden ustellerin kullanildigini
1y1 anlamaya calisin. 4. kuvvet 1se yarar miydi?

* Daha da basit bir kanit bulabilir misiniz?
(Isledigimiz kanit kitaptakinden biraz daha
basit — umarim dogrudur!).

October 17, 2005 Copyright © 2001-5 by Erik D. Demaine and Charles E. Leiserson L7.37



	Introduction to Algorithms6.046J/18.401J
	Binary-search-tree sort
	Analysis of BST sort
	Node depth
	Expected tree height
	Height of a randomly built binary search tree
	Convex functions
	Convexity lemma
	Proof (continued)
	Proof (continued)
	Proof (continued)
	Proof (continued)
	Convexity lemma: infinite case
	Convexity lemma: infinite case
	Convexity lemma: infinite case
	Jensen’s inequality
	Jensen’s inequality
	Jensen’s inequality
	Analysis of BST height
	Analysis (continued)
	Exponential height recurrence
	Exponential height recurrence
	Exponential height recurrence
	Exponential height recurrence
	Exponential height recurrence
	Solving the recurrence
	Solving the recurrence
	Solving the recurrence
	Solving the recurrence
	Solving the recurrence
	The grand finale
	The grand finale
	The grand finale
	The grand finale
	Post mortem
	Post mortem (continued)
	Thought exercises


<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (None)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /sRGB
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 150
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 150
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 300
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects true
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /False

  /DetectCurves 0.100000
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveFlatness true
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /Description <<
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f300130d330b830cd30b9658766f8306e8868793a304a3088307353705237306b90693057305f00200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /FRA <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents suitable for reliable viewing and printing of business documents. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [300 300]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice




