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+~ Kiyim fonksiyonunun bir zaafi

Problem Her kiyim fonk51yonu h 1¢1n, kiyim
tablosuna ortalama erisim stiresini ¢ok buiyuk olcuide
arttiracak bir anahtar kiimesi vardir.

» Rakibiniz bir 7 yuvasi i¢in tiim anahtarlari
{k e U: h(k)=1}'den elde edebilir.

Fikir: Kiyim fonksiyonunu tiim anahtarlardan

bagimsiz olacak sekilde rastgele secin.

» Rakibiniz kodunuzu goriiyor olsa bile,
hangi kiyim fonksiyonunun se¢ilecegini
kesinlikle bilmediginden, kotii bir anahtar kiimesi
bulamayacaktir.
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m . Evrensel kiyim fonksiyonu

\‘

Tamm [J bir anahtarlar evren1 ve H de sinirh

sayidaki kiyim fonk31yon1ar1n1n klimes1 olsun;
erbirt U'yu {0, 1, ..., m—1}"e eslemlesm.

H 'nin evrensel olmasi i¢in: x, y € U ve x # y, 1le
{h e H:h(x)=h(y)}| = |H|/m olmas1 gerekir.

Yani, x 1le y arasinda

bir ¢arpisma {h :h(x)=h(y)} "

olasilig : \

1/m 'dir; kosul: /' nin H

H' den rastgele secimi. - { S~
m
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.?‘~ " Evrensellik 1yidir

- e -

Teorem. /2 (tekbicimli olarak) rastgele secilmis
bir kiyim fonksiyonu olsun; se¢im evrensel bir H

kiyim fonksiyonlari setinden yapilmis olsun. /' nin
n rastgele anahtar1 7" tablosundaki m yuvaya
kiyimladiginmi farzedin.

Bu durumda verilen bir x anahtar1 1¢in:

El[x 1le carpisma sayisi] < n/m.
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— Teoremln kaniti

““ .”.I. ..I‘ .

Kanit. C_, T' nin 1¢indeki anahtarlarla x' in

toplam carpisma sayisini gosteren rastgele degisken
olsun; ve

.= { 1 eger h(x) = h(y),

0 (diger durumlarda) olsun.

Not: Elc,|=1/m ve C, Z Cory -
yel—{x;
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Kanlt (devaml)

“\‘

E[C.]1=E Z Cay  iki tarafin da
| yel—{x} beklenenini bulun.
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;""'j.',_ Kanit (devami)

RV

E[C.J=E| ) ¢, |  <Ikitarafin da beklenenini

| yel—{x} | bulun.
= Z Elcy, ] * Beklenenin dogrusalligi
yel—{x} (expectation).
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"wi:‘ Kanit (devami)

WY o

E[C.J=E| ) ¢, | <likitarafinda beklenenini

| yel—{x} | bulun.
= Z Elcy, ] * Beklenenin dogrusalligi
yel—{x} (expectation).
= > . lUm * E[c,,] = Um.
yel—{x;
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"wi:‘ Kanit (devami)

WY o

E[C.]=F Z Cory * Her 1ki tarafin da

yel—{x} | beklenenini bulun.
= Z Elcy, ] * Beklenenin dogrusalligi
yel—{x} (expectation).
= Z 1/ m *Elc, ] = Um.
yel—{x}
—n=1 + Cebir.
m
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M Bir evrensel kiyim fonksiyonlari
“ ‘\‘

- setini yapilandirmak
m asal say1 olsun. £ anahtarini » + |1 basamaga

ayristirin; herbirinin set i¢inde deger1 {0, 1, ..., m—1}
olsun. Yani, k= (k,, k,, ..., k) ve 0 <k, < m olsun.
Rastgele yapma stratejisi:

a= (ao, a,, ...,a, olsun; burada a,
10,1, ..., m— 1} arasmdan rastgele secilmistir.

| B o Nokta carpim,
Tamm: /, (k) = é@@ Kimodim. o od m (dlcke)

H = {h_}ne biiyiikliikte? |H|=m""! _BUNU
HATIRLAYIN!
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g Nokta - carpim kiyim fonksiyonlarin

o W ©

g S e evrenselligi

Teorem. H = {/,} seti evrenseldir.

Kanit. x = (x,, x,, ..., x,) oldugunu varsayin ve y =
Jos Vis ---» v,) Tarkli anahtarlar olsun. Yani, en az bir
basamakta farkli olsunlar ve log pozisyonu 0 olsun.

Kag /2, € 'H 1¢in x ve y ¢arpisirlar?

h,(x) = h (y) olmas1 gerekir ve bunun anlama:
Z ;X = Z a;y; (modm)
i=0 i=0
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T Kamit (devami)

AN
W

Benzer yaklasimla, elimizde

Zr:ai(xi —-y;)=0 (modm)
veya h )
ag (X9 — o) + Zai(xi —-y;)=0 (modm),
olur ve bu da sul:nlrama gelir:
agp(xg —¥o) = _Z;,ai(xi - ;) (modm) .
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F&"! Say1 teorisinin gercegi

Teorem. m asal say1 olsun. Herhangi bir z € Z
ve z # 0 i¢in, 6zglin bir z ' € Z
vardir ve bu durumda:
z -z 1= (mod m). (6l¢ke m) olur.
Ornek: m =17.
z 1 2 3 4 5 6

z'['1 4 5 2 3 6
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\'w" <~ Kanita geri doniis

“\‘

Ehmlzde

r
ag(xg = y9) ==2,a;(x; = ;) (modm) var,

i=1
ve x, # ), , oldugundan tersi de (x, — y,) ' olmalidur,
ve bu da su anlama gelir:

-2 ai(x; =) |- (xg=yo)"  (modm).
=1

Yani, herhangi bir a,, a,, ..., a , seciminde
tek a,secimi, x 1le y 'nin ¢carpigsmasina neden olur.
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iy « Kanit (tamamlanmasi)

““ .”.I...‘ .

S. Kag tane /1, x 1le y' nin ¢arpigsmasina neden olur?

C. Hera,, a,, ..., a 1¢in m segenek vardir ama,
bunlar bir kez sec¢ildiginde, sadece bir tane
a, x 1le )'y1 carpistirabilir, yani

- [(‘ Zai(xi - yi)j (X — yo)l]mOdWl-
i=1

Boylece, carpismaya neden olabilecek /2’ lerin
sayist =m’ - 1 =m"=|H|/m.
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ALGO II\{
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. Mukemmel kKiyim fonksiyonu

n anahtarl bir set verilirse, bir statik kiyim tablosunu
boyutu m = O(n) olacak sekilde yapilandirin ve
ARAMA (SEARCH) en kotii durumda ©(1) stire alsin.

Fikir: Her 1ki
diizeyde de

0
1
evrensel kiyim 5
3

ile 2 duzeyl
veri tanimlama.

2. diizey
carpismasi yok!
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< 2. duzeyde carpismalar.
Teorem. 7 , evrensel kiyim fonksiyonu tiirlerinden

biri olsun ve boyutu da 7 = n* olsun. Bu durumda, eger
bir rastgele 7 € H ' y1 n anahtar1 tabloya kiyimlamakta

kullanirsak, beklenen ¢carpisma sayisi en ¢ok 1/2 olur.
Kanit. Evrenselligin tanim geregi, tablodaki belirh
2 anahtarin / altinda carpisma olasiligi

1/m = 1/n? olur. Carpisma olasﬂlkh@ cift
anahtar oldugundan, ¢arpismalarin beklenen sayisi:

o1 _nn=) 1 _ 1
2] n? 2 n? 2
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— 2 duzeyde carpisma yoktur

\‘

Corollary/ Dogal sonu¢. Hic carpisma olmamasi
olasiligi en az 1/2 dir.

Kanit. Markov’un esitsizligi c¢ercevesinde herhangi
bir negatif olmayan rastgele degisken X 1¢in,

Pri{X >t} < E[X]/t dir.
Bu esitsizligl 1 = 1, durumuna uygularsak, 1 yada
daha fazla carpisma olasiliginin en ¢ok 1/2 oldugunu
buluruz.

Boylece, 77 'min icindeki rastgele kyyim fonksiyonlarini
test ederek, cabucak calisan bir tanesini buluruz .
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v~ Depolamanin ¢ozumlenmesi

Duzey-l degerli kiyim tablosu 7 1¢in, 72 = n se¢in ve
n; de T'deki 7 yuvasina kiyimlanan anahtarlar1 belirten
rastgele degisken olsun. Burada .~ yuvali diizey-2
kiyim tablosu §; kullanilirsa iki-duzeyli veri tanimlama
1slem1 1¢1n gerekli beklenen toplam depolama

£ S o)
- 1=0

= O(n) olur,

cuinkti buradaki ¢coztimleme daha once ele alinan
sepet siralamasinin beklenen kosma stiresindekinin
aynidir. (Olasilik sinir1 1¢in Markov'u uygulayin.)
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