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w== Bol-ve-hukmet
~ " | tasarim paradigmasi

1. Problemi (anlik durumu)
alt problemlere bol.

2. Altproblemler1 6zyinelemeli olarak
¢Ozlp, onlar: fethet.

3. Altproblem ¢oziimlerimi birlestir.
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= 4~ Birlestirme siralamasi

TRy

1. Bolmek: Kolay.

2. Hiikmetmek: 2 altdizilimi 6zyinelemeli siralama.

3. Birlestirmek: Dogrusal-zamanda birlestirme.
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;-’j < Blrlestlrme siralamasi

1. Bolmek: Kolay.

2. Hitkmetmek: 2 altdizilimi 6zyinelemeli siralama.

3. Birlestirmek: Dogrusal-zamanda birlestirme.

I(n)=21T(n/2) + O(n)

N

altproblem sayisi / bolme ve

altproblem boyutu birlestirme isi
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" &+ Master teoremi (hatirlatma)
' T(n) = a T(n/b) + f(n)

DURUM 1: f(n) = O(n'°2“~¢), sabit € > 0
= T(n) = O(n'oeb?),

DURUM 2: f(n) = O(n'°e¢ 1gkn), sabit k > 0
= T(n) = O(n'°er¢ 1g"*1n).

DURUM 3: f(n) = Q(n'oere*¢), sabit € > 0,

ve diizenleyici kosul (regularity condition).

= 1(n) = O(f(n)).
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" &+ Master teoremi (hatirlatma)
' T(n) = a T(n/b) + f(n)
DURUM 1: f(n) = O(n'°2r?~¢), sabit ¢ >0
= T(n) = O(n'oer?)
DURUM 2: f(n) = O(n'°e¢ 1gkn), sabit k > 0
= T(n) = O(n'or¢ 1gh*p) .
DURUM 3: f(n) = Q(n'oere*¢), sabit € > 0,
ve diizenleyici kosul (regularity condition).
= I(n) = 6(f(n)) .
Birlestirme swralamasi: o =2, b =2 = n'og = plog? =y

= DURUM 2 (k= 0) :> 1(n) = @(n lgn)
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Ikili arama

Siral1 dizilimin bir elemanini bulma:

1. Bol: Orta elemani belirle.
2. Hiikmet: |1 altdizilimde 0zyinelemeli arama yap.

3. Birlestir: Kolay.

September 14, 2005 Copyright © 2001-5 Erik D. Demaine and Charles E. Leiserson L2.7



= 4~ Ikili arama

o

Siral1 dizilimin bir elemanini bulma:

1. Bol: Orta elemani belirle.

2. Hiikmet: 1altdizilimde 6zyinelemeli arama yap.

3.Birlestir: Kolay.
Ornek: 9'u bul.
3 5 7 8 9 12 15
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= 4~ Ikili arama

o

Siral1 dizilimin bir elemanini bulma:

1. Bol: Orta elemani belirle.

2. Hiikmet: 1altdizilimde 6zyinelemeli arama yap.

3. Birlestir: Kolay.
Ornek: 9'u bul.
3 5 7 8 9 12 15
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= 4~ Ikili arama

Siral1 dizilimin bir elemanini bulma:

1. Bol: Orta elemani belirle.

2. Hiikmet: 1altdizilimde 6zyinelemeli arama yap.

3. Birlestir: Kolay.
Ornek: 9'u bul.
3 5 7 8 9 12 15
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= 4~ Ikili arama

Siral1 dizilimin bir elemanini bulma:

1. Bol: Orta elemani belirle.

2. Hiikmet: 1 altdizilimde 6zyinelemeli arama yap.

3. Birlestir: Kolay.
Ornek: 9'u bul.
3 5 7 8 9 12 15
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= 4~ Ikili arama

Siral1 dizilimin bir elemanini bulma:

1. Bol: Orta elemani belirle.

2. Hiikmet: 1 altdizilimde 6zyinelemeli arama yap.

3. Birlestir: Kolay.
Ornek: 9 bul
3 5 7 8 9 12 15
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= 4~ Ikili arama

Siral1 dizilimin bir elemanini bulma:

1. Bol: Orta elemani belirle.

2. Hiikmet: 1 altdizilimde 6zyinelemeli arama yap.

3. Birlestir: Kolay.
Ornek: 9'u bul.
3 5 7 8 9 12 15
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- Ikili arama icin yineleme

I(n)=1T(n/2) +O(1)

N

altproblem sayisi / bolme ve

altproblem boyutu birlestime ist
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Ikili arama icin yineleme

I(n)=1T(n/2) +O(1)

N

altproblem sayisi / bolme ve

altproblem boyutu birlestime isi

nlogrt = plogsl = 0 =1 = DUrRUM 2 (k = 0)
= 1(n)=0(Ign).
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~~ Bir saymin ustellenmesi

~ ~
=

Problem: a"'y1, n € /V iken hesaplama.

Saf (Naive) algoritma: ©O(n).
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= &+ Bir sayimnin ustellenmesi

Problem: a"'y1, n € V 1ken hesaplama.
Saf (Naive) algoritma: O(n).
Bol-ve-fethet algoritmasi:

e a?-a? n ¢ift say1ysa;
a2 D20 ptek sayiysa.
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= &+ Bir sayimnin ustellenmesi

Problem: a”'yi n € V 1ken hesaplama.
Saf (Naive) algorithm: O(n).
Bol-ve-fethet algoritmasi:

e a?- a? n ¢ift sayiysa;
a2 D20 ptek sayiysa.

T(n) = T(n/2) + ©(1) = T(n)=O(gn).
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= &~ Fibonacci sayilari

Ozyinelemeli tanim:

-

0 eger n = 0 1s¢;
1 eger n = 1 1s¢;
Fo+F , egern =2 ise.

O 1 1 2 3 5 8 1321 34 .-
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= &~ Fibonacci sayilari

Ozyinelemeli tanim:

-

0 eger n = 0;
F =41 eger n = 1;
Fo+F , egern =2 1se.

O 1 1 2 3 5 8 1321 34 .-

Saf ozyinelemeli algoritma: ((¢")
(iistel zaman), buradaki ¢=(1++5)/2
altin oran'dir (golden ratio).
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=== Fibonacci sayillarim
‘| hesaplama

Asagidan yukariya:
« o, F, F,, ..., F 't sirayla, her say1 iki oncekinin
toplami olacak sekilde hesaplayin.

 Yurutum suresi: ©O(n).
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=== Fibonacci sayilarii

~— hesaplama
Asagidan yukariya:
« o, F, F,, ..., F 1 sirayla, her say1 iki oncekinin
toplami olacak sekilde hesaplayin.
*Yurtitim suresi: O(n).
Saf 0zyinelemeli kare alma (Naive recursive squaring):
F = ¢"/5 yakintamsay! yuvarlamasi.

» Ozyinelemeli kare alma: O(lg ») zamana.

* Bu yontem giivenilir degildir, ¢linkii ylizer-nokta
aritmatigi yuvarlama hatalaria gebedir.
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ALGORITHMS

| Ozyineleme ile kare alma (Recursive squaring)

F., F 1 1 17"

n

F, F

n n—1

Teorem:
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~* Ozyineleme ile kare alma

. ~
\ £

Y

- "
Teorem: Fnt - b

F, F_| |1 0]

- n n—i_| L |

Algoritma: Ozyineleme ile kare alma.
Stire =0(lgn).
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“ o Ozyineleme ile kare alma

Teorem:

Algoritma:Ozyineleme i
Siire = O(lg 1) .

F

n+l

F

n

F

n

F

n_

1

1 0]

1 1

ald

e kare alma.

Teoremin ispati. ( n'de timevarim)

Taban (n = 1):

September 14, 2005
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F
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~ & Ozyineleme ile kare alma

Tumevarim adimi (n > 2):

p— — e — s -

Fn+1 F,

n

_Fn Fn—l_ F,
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ALGORITHMS

September 14, 2005

Matrislerde carpma
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ALGORITHMS

“ & Standart algoritma

Y

fori < 1 ton (i 1'den n'ye kadar)
do fOl‘j «— 1 ton (ldenn'vekadar)
do ¢, <0
for k< 1 ton
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:;;‘ Standart algoritma

. ~
\ £

Y

fori < 1 ton (i 1'den n'ye kadar)
do for ] <~ 1 ton (jl'denn'ye kadar)
do ¢, <0

for k< 1 ton

Kosma siiresi = O(n°)
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= 4 Bol-ve-tethet algoritmasi

FIKIR
nxn matris = (n/2)x(n/2) altmatrisin 22 matrisi:

7S a bl|e
— T = T || ——d—-

tu|l |cd||g h
C = 4 - B

r =ae+bg
s =af +bh Y 8§ carpma (n/2)x(n/2) altmatriste
t =ce+dg | 4toplama (n/2)x(n/2) altmatriste
u=cf +dh_
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Bol-ve-fethet algoritmasi

FiKiRr:

nxn matris = (n/2)x(n/2) altmatrisin 2 <2 matrisi:

r =ae+bg
S =af+bh
t =ce+dh
u =cf +dg_

September 14, 2005

— = | =

C =

P

c.d

A

e

° ——‘——

1 lgih

B

recursive (ozyinelemeli)

8 l(;arpma (n/2)x(n/2) altmatriste,
4 toplama (7/2)x(n/2) altmatriste.
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Bol-ve-Fethet algoritmasinin ¢ozuumlemesi

T(n) =8 T(n/2) + O(n?)

N

altmatris sayisi / altmatrisleri

altmatris boyutu loplama is
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| ‘*\\ Bol-ve-Fethet algoritmasinin ¢oziumlemesi

“\‘ e

T(n) =8 T(n/2) + O(n?)

N

altmatris sayisi / altmatrisleri

altmatris boyutu ~ toplama isi

nloghd = plogrd = 3 = DURUM 1 = T(n) = O(n?).
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”\\ Bol-ve-Fethet algoritmasinin ¢ozuumlemesi

“\‘ e

T(n) =8 T(n/2) + O(n?)

N

altmatris sayisi / altmatrisleri

altmatris boyutu ~ toplama isi

nloghd = plogrd = 3 = DURUM 1 = T(n) = O(n?).

Stradan algoritmadan daha iyi degil.
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Strassen’in fikri

 2x2 matrisleri yalniz 7 6zyinelemeli ¢arpmayla ¢oz.
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= & Strassen’in fikri

 2x2 matrisleri yalniz 7 6zyinelemeli ¢arpmayla ¢oz.

Pi=a-(f-h)
P,=(@+b)-h
P,=(c+d)-e
P,=d-(g—e)

Ps=(a+d)-(eth)
Ps=(b—d)-(g+h)
P;=(a-c)-(etf)
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" &~ Strassen’in fikri

 2x2 matrisleri yalniz 7 6zyinelemeli ¢arpmayla ¢oz.

Pi=a-(f-h) r=Pst Py— Pyt P
P,=(a+b)-h s =P, +P,
P,=(c+d)-e t =P, +P,
P,=d-(g—e) u=Ps+ P —Py— Py

Ps=(a+d)-(eth)
Ps=(b—d)-(g+h)
P;=(a-c)-(etf)
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= 4~ Strassen’in fikri

 2x2 matrisleri yalniz 7 6zyinelemeli ¢arpmayla ¢oz.

Pi=a-(f-h) r=PstPy— Pyt P
P,=(a+b)-h s =P, +P,
P,=(c+d)-e t =P, +P,
P,=d-(g—e) u=Ps+ P —Py— Py

Ps=(a+d)-(e+h)
P =(h—o).(o+F 7 ¢arp., 18 topl. /¢ikar.
6= (—d)-(g+h) . .
Po=(q—c) - (e+ Not: Carpma 1sleminde
7=(@—-c)-(etf) -
sirabagimsizhik yok!
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~ & Strassen’in fikri

e 2x2 matrislerin yalmiz 7 d6zyinelemeli ¢carpmayla ¢cOzimii

Pi=a-(f-h) r=Ps T Py— Pyt Py
Py=(a+b)-h = (a +d)(e + h)
Py=(c+d)-e +d(g—e)—(a+b)h
Py=d-(g—e) +(b—d)(g+ h)
P.=(@+d) -(et+h) =ae +ah +de + dh
P.=(b—-d)-(g+h) + dg —de — ah — bh
P,=(@—-c)-(et+f) + bg + bh—dg —dh
= ae + bg
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q

- Strassen’in algoritmasi

1. Bol: A ve B'y1 (n/2)x(n/2)
altmatrislere bol. + ve — kullanarak
carpilabilecek terimler olustur.

2. Fethet: (n/2)x(n/2) altmatrislerde

ozyinelemeli 7 ¢arpma yap.

3. Birlestir: + ve — kullanarak
(n/2)x(n/2) altmatrislerde C 'y1 olustur.
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“w~ Strassen’in algoritmasi

1. Bol: A ve B'yl
altmatrislere bol. + ve — kullanarak
carpilabilecek terimler olustur.

2. Fethet: (n/2)x(n/2) altmatrislerde
ozyinelemel1 7 ¢arpma yap.

3. Birlestir: +ve — kullanarak
(n/2)x(n/2) altmatrislerde € 'y1 olustur.

T(n)="7T(n/2) + O(n?)
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Strassen'in cozumlenmesi

T(n)=7T(n/2) + O(n?)
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= & Strassen'in ¢ozumlenmesi

T(n)=7T(n/2) + O(n?)

nlogbt = plowa’ & 28l — DURUM 1 = T(n) = O(n'e7).
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~ 4~ Strassen'in ¢oziimlenmesi

T(n)="7T1(n/2) + O(n?)
nloghd = plogy’ ~ p28l = DUrRUM 1 = T(n) = O(n'e’).

2.81 deger1 3'den ¢ok kuiclik goriinmeyebilir ama,
fark tlistelde oldugu i¢in, kosma siiresine etkisi
kayda degerdir. Aslinda, n > 32 degerlerinde,
Strassen’in algoritmasi giiniin makinelerinde
normal algoritmadan daha hizh ¢alisir.
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— Strassen'ln cozumlenmesi

T(n)="7T1(n/2) + O(n?)
nloghd = plogy’ ~ p28l = CASE 1 = T(n) =0O(n'e").

2.81 deger1 3' den ¢ok kii¢lik gorinmeyebilir ama,
fark tistelde oldugu 1¢in, yiiriitiim siiresine etkisi
kayda degerdir. Aslinda, »n > 32 degerlerinde
Strassen’in algoritmasi giuniin makinelerinde
normal algoritmadan daha hizli ¢alisir.

Bugiiniin en 1yi degeri (teorik merak agisindan): @(n2-3 76"').

September 14, 2005 Copyright © 2001-5 Erik D. Demaine and Charles E. Leiserson L2.45



VLSI yerlesimi

Problem: 7 yapragi olan tam bir ikili agaci
en az alan kullanarak bir 1zgaraya gommek.
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=&+ VLSI yerlesimi
Problem: 7 yapragl olan tam bir 1kil1 agaci
en az alan kullanarak bir 1zgaraya gommek.

W(n)
I Nl HF
H(In) W -
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‘ VLSI yerlesimi

Problem. nyapragl olan tam bir ikil1 agaci
en az alan kullanarak bir 1zgaraya gommek.
W(n)
I il i
H(In) _ I

H(n) = H(n/2) + O(1)
= 0O(lg n)
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« VLSI yerlesimi

Problem: n yapragi olan tam bir 1kil1 agaci
en az alan kullanarak bir 1zgaraya gommek.
W(n)
I il i
H(In) _ I

Hn) =Hm/2)+06(1) Whn)=2W(n/2)+ 6(1)
= O(lg n) = O(n)
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« VLSI yerlesimi

Problem: n yapragi olan tam bir 1kil1 agaci
en az alan kullanarak bir 1zgaraya gommek.
W(n)

I i i
H(n) . -

|

Hn) =Hm/2)+06(1) Wn)=2W(n/2)+ 6(1)
= O(lg n) = O(n)
Alan = 0(n 1g n)
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ALGORITHMS

TRV

H-agacini1 gomme

L(n)

L(n)
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=~ &+ H-agacini gomme

L(n)

L(n)

L(n/4) ©(1) L(n/4)
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<+ H-agacim1 gomme

L(n)

L(n) =2L(n/4) + O(1)

L(n)

= O(\/n)

Alan = O(n)

L(n/4) |

September 14, 2005

O(1) L(n/d)
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* BOl ve Fethet algoritma tasariminin gicli

tekniklerinden sadece biridir.

* BOl ve Fethet algoritmalari yinelemeler ve Ana
(Master) metot kullanarak ¢oziimlenebilir.
(bu nedenle bu matematigin pratigini yapin).

* Bol ve Fethet stratejisi genellikle verimli
algoritmalara gotiiriir.
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