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Isim:

Pratik Final Smawvi
Cozamleri

« Dagitilan sinav kitapgigini, size sdylenene kadar agmayin.

= Final, saat 12:00’de bitecektir.

= Bu sinav kapali kitap tarzindadir. Sinava el yazimi bir A4 formul kagidi ile
girebilirsiniz.

= Kitap¢igin her sayfasina isminizi yazin.

= Cevaplarinizi ayrilan yerde cevaplayin. Daha fazla yere ihtiyaciniz olursa, sorunun
bulundugu kagidin arkasini kullanin. Bir sorunun cevabini bagka bir sorunun
kagidina yazmayin, ¢unkd kagitlar notlandirma esnasinda birbirinden ayrilabilir.

= Surenizi akillica degerlendirin. Bir soruda gereginden fazla zaman harcamayin.
Batan sorular okuyun, daha sonra en fazla bilgi ve fikir sahibi oldugunuz sorudan
cevaplamaya baslayin.

= Gidis yoluna da puan verileceginden, cevabinizi agik¢a ifade edin. Cevabin
dogrulugunun yaninda cevabi veris sekliniz de puanlamaya etki edecektir. Duzenli olun.
= Bir algoritmayi aciklarken, ana fikri Turkge aciklayin. S6zde kodu, sadece fikrinizi
genisgletmek igin kullanin.

= Bol sanslar!
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Problem 1. Kisa Cevaplar

Asagidaki sorulardaki bosluklari doldurun. Birden fazla cevabi olan sorularda, en ¢ok
bilinen dogru cevabi tercih edin. Ornek, olarak karsilastirma metodunu kullanarak n tane

elemani siralamak i¢in gereken sture ‘ye bilinen en dogru cevap O(n Ig n)’dir.

Dogru olan ancak, "en uygun" olmayan yanitlara kismi puan verilmeyecektir. Buna karsilik,
yanitinizin agiklamasini yapmak zorunda degilsiniz.

(a) QUICKSORT ‘a bir degisiklik yapildigini, PARTITION her ¢cagrildiginda bolunti
yapilan dizilimin ortancasinin bulundugunu (SELECT algoritmasini kullanarak) ve
ortancanin pivot olarak kullanildigini dusunun. |

En kétl durumda algoritmanin kogma suresi ‘dir.

Cozum: ©(n Ig n)dir. Ortanca, O(n) siirede bulunabilir. Dolayisiyla kosma siresi igin
su yineleme vardir. T(n) = 2T(n/2) + O(n)

(b) Bir veri yapisinin foo islemini destekledigini, n foo’luk bir dizinin en koti durumda
kosma suresinin ©(n Ign) oldugunu dusunursek,

Bir foo isleminin amortize edilmis siiresi ©( ) dir.

Ote yandan, bir foo igleminin gergek siire maliyeti ©( ) kadar ¢ok olabilir.
Cozum: Amortize edilmis stire ©(logn)’dir; en kotl durumda ©(n logn) stireye mal olur.

(c) Yonlendirilmis bir grafikte, s - t en kestirme yolunu polinomsal siirede bulan bir
algoritma var midir? (Evet / Hayir)

Cozum: Evet, vardir. s -t en kestirme yolu, s - t maksimum akisiyla aynidir. Ve
maksimum akiglari polinomsal stirede hesaplayan bir ¢gok algoritma vardir. (Mesela,
Edmonds-Karp algoritmasi)
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Problem 2. Dogru veya Yanlis

Asagidaki sorularla ilgili, Dogru(D) veya Yanlig(Y) siklarindan birini isaretleyin.
Cevaplarinizla ilgili agiklama istenmemekte. Bos veya yanlis cevaplar O puan alacaktir.

D Y T(n)=3T(n/3) + log n yinelemesinin Ana Metodu kulanarak ¢6zimd,
T(n) = ©(n log n)’dir.

Cozum: Yanls.
D Y Karsilastirma modelinde galisan algoritmalarda, herhangi bir n elemanin ortancasini
bulmak Q(nlog n)’e mal olur.

Cozum: Yanls.

D Y nduagumla her ikili agag, O(log n) yukseklige sahiptir.

Cozum: Yanls.

D Y G=(V,E) gibi kenarlarinda maliyet tasiyan bir grafigimiz ve S €V kimesi var; (u,v),
S’deki herhangi bir kose ile V-S'deki herhangi bir kdse arasindaki en az maliyetli kenar

olsun. Bu durumda, G’nin en az yayilan agaci (u, v) kenarini igermek zorundadir. (Eger
gerekiyorsa, butun kenarlarin maliyetinin birbirlerinden farkl oldugunu varsayabilirsiniz.)
Co6zum: Dogru.

D Y T, G’nin en az yayilan agaci olsun. Herhangi s ve t kdse c¢ifti icin, s’den t'ye G’nin

icindeki en kisa yol, T'nin iginde s’den t'ye olan yoldur.

Cozum: Yanlis.

D Y EgerL; problemi polinomsal zamanda L, problemine indirgenebiliyorsa ve L, 'nin

polinomsal sureli bir algoritmasi varsa, L; 'in de polinomsal sureli bir algoritmasi vardir.

Co6zum: Dogru.
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Problem 3. Dogru veya Yanhs ve Gerekgeli

Asagidaki sorularin, dogru mu yanlis mi oldugunu belirtmek igin D veya Y’yi daire igine
alin. Daha sonra yanitinizin gerekgesini kisaca agiklayin. Yanitlariniz, sadece D veya Y'yi
isaretlemenizle degil, gerekcenizi agiklamanizla da degerlendirilecektir.

D Y Dinamik bir setin, INSERT(X,S), DELETE(x,S) ve MEMBER?(x,S) islemleriyle
bakimini yapan ve islem basina O(1) surede kosturan bir veri yapisi vardir.

COzim: Dogru. Kiyim tablosu bunu destekler.

D Y n sayida islemin yapildidi bir dizinin toplam amortize edilmis maliyeti (her islemin
amortize edilmis maliyetinin toplami), toplam gercek maliyet icin bir alt sinir verir.

Cozum: Yanhs. Bu gercek maliyet igin bir Gst sinir verir.
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D Y G=(V,E) biragirlikli grafik olsun ve M de G’'nin en az yayilan agaci olsun. M'deki
her vi ve v, kose ikilisi arasindaki yol G’deki en kisa yol olmak zorundadir.

Cozim: Yanhs. V = {a,b,c} olan bir grafigini dugtnelim ve (a,b), (b,c) ve (c,a)
kenarlarimiz olsun. Kenarlarin agirliklari, sirasi ile; 3, 3, 4 olur. En az yayilan
agag, kesinlikle (a,b), (b,c)’dir. Ancak, a’dan c'ye en kisa yol 4 maliyetindedir ve
en az yayilan agagta gorundugu gibi 6 degildir.

D Y Asagidaki sekil, bir akis agindaki, akiglari ifade etmekte. a / b simgelemi b
kapasitesine sahip bir kenarda a birim akis oldugunu anlatmakta. Asagidaki akis en
fazla akigtir.

Cozim: Dogru. Sekilde akis 8 birimdir ve {s,a,c} kesitinin kapasitesi {b,d,t}ye
oranla 8'dir. Kesit, En Fazla Akis, En Kuguk Kesit Teoremi uyarinca maksimum
olmalidir.
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Problem 4. Karakter Dizimi

Bir metni, diizglin bir sekilde dizgi i¢in hazirlamak istedigimizi varsayalim. Girdimiz, n
adet Iy, l,..., Iy uzunlugunda kelime dizisi (sabit boyutta karakterlerin sayisi olarak
olcllmus). Her satir en fazla P karakter aliyor, metin sola dayali ve bir kelime satirlar
arasinda ikiye bolinmeyecek. Eger bir satir, i'den j'ye kadar kelimeleri icermekte ise,
satir sonundaki bosluklarin sayisi;

SZP_Zizilk_(j—i)

Satir sonunda ¢ok fazla beyaz alan kalmasini istemiyoruz. Yani, satir sonlarinda kalan
bosluklarin sayisinin karelerinin toplamini en aza indirgemek istiyoruz. Bu sorunu
¢ozmek igin verimli bir algoritma yazin. Bu algoritmanin kogma suresi nedir?

G6zum: Bu soruyu dinamik programlama ile ¢ozeriz. Dizgimiz, sadece 1...j arasindaki
sozcukleri dizgilediginde (geri kalan sdzcukler gérmezden gelindiginde), A[j] en uygun
maliyet olsun ( yani tim satir sonlarinda kalan beyaz bosluklarin sayisinin karelerinin
toplami). Bu durumda 6zyinelemeli olarak A[j] asagidaki gibi gosteririz:
Alj) = Ali] + (P — (T[] = T[a]))?

bl =, pmin A+ (P = (T = TE))
Burada,

Ty = 5:1 l;

T[1,....,n] gibi bir tablodaki degerler, baslangigta O(n) stirede hesaplanabilir. Yukaridaki esitlik
sunu soyluyor: 1... j'ye kadar olan sdzcikleri uygun sekilde dizmek igin, 6nce i < j oldugunda,
1’den i'ye kadar olan sézcikleri diizgun dizmemiz, sonra da i+1, ... j arasindaki kalan
sozcukleri son satira yerlestirmemiz gerekir.

Dinamik programlama kullanarak, tum j=1....ni¢in, A[j]'nin her dederini sirasiyla hesaplariz.
Her degerin hesaplanmasi O(n) siiresi gerektirdiginden, toplam kosma stiresi O(n?) olur.
Programin sona ermesinden sonra, A[n] en iyi ¢cozimin degerini igerir; dinamik
programlamada sikga kullanildi§i gibi, “backpointers — geriye isaretleyiciler” kullanarak
¢6zumi kendiliginden yeniden yapilandirabiliriz (yani satir aralarini araya yerlestirecegimiz
yerleri).
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Problem 5. Algoritmianin Prensesi

Algoritmia’daki politik ayaklanma, Prenses Michelle X. Goewomans’i sarayini terkedip
Nebraska'da bir giftlige yerlesmeye zorluyor. Prenses saraydaki butiin esyalarini
Algoritmia’dan Nebraska’ya Ferrari’si ile tagiyacak; tasinma islemini olabildigince az gel-git
yaparak ¢6zmek istiyor. Basitlik icin, prensesin Ferrari’sinin blyuklGginin 1 oldugunu ve n
sayida xi, X, ..., Xn €gyasinin da 0 ile 1 arasindaki gercek bir sayilar boyutunda oldugunu
varsayalim. Problem, prensesin bltln egyalarini Algoritmia’dan Nebraska'ya tagimak icin
olabildigince az arabalik yUk seklinde nasil bolebilecegimizi bulmak ve Ferrarinin asiri
yukli olmasindan kaginmaktir. Bu problem NP-zorluk derecesindedir.

Asagidaki ilk-uyan yaklastirma algoritmasini diistinelim. ilk olarak arabaya x1'i koyalim. Daha
sonra, i = 2, 3,...,n igin, arabaya sigacak x; esyalarini yer varsa sirasiyla arabaya
yerlestirelim; yer yoksa, bir dahaki tura birakalim. Mesela, x;=0.2, x,=0.4, x3=0.6 ve x4=0.3
ise, ilk yiklemede Xx; , x, olacak, xs ikinci yuklemeye birakilacak ve x4 ilk yiklemeye dahil
edilecektir. Verilen kararlarin gevrimdisi oldugunu ve prensesin esyalarini herhangi biri yola
¢ikmadan partilere béldugimuaza unutmayalim.

(a) Prensesin kocasi Craig, ilk-uyan algoritmasinin her zaman yolculuk sayisini en
aza indirdigini iddia ediyor. Karsi bir 6rnek vererek Craig’in iddiasini ¢urGtan.

Cozum: n =4 olsun. x,=0.3, X,=0.8, x3=0.2, X4=0.7 olsun. En az sefer sayisi 2 olacakken,
ilk-uyan algoritmasi ile en az 3 parti esya tasinmasi gerekir.
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(b) ilk-uyan algoritmasinin oran sinirinin 2 oldugunu ispatlayin. (jpoucu: Kag parti
yiuk, kapasitenin yarisindan az dolu olur?)

COzlum: Bir u yukinun p boyutunda oldugunu ve yaridan az dolu oldugunu dusunin, yani,
p< 0.5 olsun. x; bir sonraki v yiiklemesinde gidecek ilk esya olsun. Bu durumda, ilk-uyan
algoritmasinin dogasi geregi, p+x > 1 ve x; > 0.5'tir. Bdylece, v yaridan daha fazla doludur.
Hesaplamada kullanmak igin, xi'nin bir pargasini v’den u'ya tagiyabilir, u’yu tam olarak yari
dolu hale getirebilir, ayni zamanda v'yi de en az yarisi dolu sekilde koruyabiliriz. Bunun
nedeni 0.5 - p <x;— 0.5 olmasidir. Bu islemden sonra, butln parti yikler en az yari-doludur.
Eger ilk-uyan algoritmasi tarafindan Uretilen parti sayisi h ise,

olur. En uygun parti sayisi OPT’nin en az
i=1 Li

olduguna dikkat edin. Bu durumda, h/OPT < 2'dir ve bu da algoritmanin oran sinirinin 2
oldugunu kanitlar.
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Problem 6. Kral Artur’'un mahkemesinde gliciin dagilimi

Bircok problem, Kral Artur zamaninda bile eniyileme (optimizasyon) problemidir. Kral

Artur'un mahkemesinde birgok sdvalye vardir. Bu s6valyeler, Kral Artur'un problemlerinin
¢ogunun temel kaynagiydi ve problemlerin bir kismi hesaplamaya dayall, bir kismi ise degildi.
Kral Arthur, hesaplamaya dayali problemleri ¢ézerken, ¢ogu zaman giicli buydiclisi Merlin’in
sozunu dinlerdi. Rivayete gore, Merlin zaman makinasini kullanarak, 2000 yilindaki 6.046
Algoritmalara Girig dersini almig, bahsi gegen sorunlari da bu derste edindikleri ile ¢ozermis.

Bu sorunun 2 béliminde, Merlin’e sorulan problemleri gérecegiz.

(a) Topraga Hikmetmek
Kral Artur'un mahkemesi n tane sévalyeden olusuyor. Kral Artur m tane tlkeye
hikmediyor. Her i s6valyenin ydnetebilecegi Ulke sayisinin g; gibi bir kotasi
var. Her j tlkesinin de yonetilmeyi tercih ettigi bir S;sdvalyeler kimesi var.
Kral Artur'un, Merlin’e verdigi gorev su; ulkeler, sévalyelere dyle bir
dagitilsin ki, higbir sévalye kotasini agmasin ve her llke kendi S; kimesinden
bir sbvalye tarafindan yonetilsin.

(i) Merlin’in bu atamalarin hesaplanmasinda En Fazla Akis algoritmasini
nasil kullanabilecegdini gdsterin. Algoritmanin kosma siresini bulun. (v
kosesi ve e kenari olan bir agda calisan en-fazla-akis algoritmasinin
kosma suresi F(v,e) ise, kosma surenizi bunun cinsinden
aciklayabilirsiniz.)

COzum: n tane s6valye igin n kose (Ki, ..., kn), m tane ulke igin m kdse (cy,...,Cm) Ve
2 tane de s ve t dzel koselerini kullanarak, toplamda n+m+2 késeli bir grafik cizeriz.

s'den ki'ye kapasitesi g; olan bir kenar koyariz. ki ile c; arasinda 1 kapasiteli bir kenar
varsa, bu j tlkesinin i govalyesi tarafindan idare edilmek istedigini gosterir. c/den t'ye
de 1 kapasiteli bir kenar cizeriz.

Bu grafikteki en fazla akisi bulalim. Eger akis, m degerine sahipse, sovalyeleri
istenen sekilde Ulkelere atama sansi vardir. Bu akig bitlnlesik oldugundan, her ¢;
ulkesinden gelen bir kenar sececektir. Eger segilen kenar k; sovalyesinden geliyorsa,
j Ulkesini i sdvalyesi yonetiyor demektir. Bu algoritmanin kosma slresi ise;

olur.
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(ii)

Merlin Sik (i)'deki algoritmayi ¢alistirir, ancak, algoritma gereksinimleri
karsilayan bir atama yapamaz. Kral Artur, Merlin’den bu konuda bir agiklama
ister. Merlin algoritmay! krala agiklar. Kral da algoritmanin dogrulugu
konusunda ikna olur. Ancak, Kral Merlin’in algoritmayi problemin verilen
biciminde dogru calistirdigina inanmaz. Merlin’den bu 6zel durum igin bir
atama olamayacagini kendisine ispat etmesini ister. En Fazla Akis
Yéntemi'nden anladiginiz kadariyla hangi ispat yontemini 6nerirdiniz? (Ispat
stratejinizin, bu problemin her 6rneklemesi igin gegerli olmasi gerektigini
unutmayin.)

C6Ozum: m boyutunda bir akisimiz yoksa, bu grafikte m’den az kapasitesi
olan bir kesit olmak zorundadir. Kesitin yapisina bakarak, T Glkeler kiimesini,
JET oldugunda, S; kiimelerinin birlesimi olan U verir. Bu durumda,

ZiEU q;

|T| ‘den kiguk olur. (Yani Ulkelerin yonetilmek istedikleri sovalyelerin kotalari
ulke sayisindan az olabilir.) Merlin T ve U kiimelerini Artur'a anlatarak, neden
T kiimesinin govalyelere atanamadigini anlatabilir.
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(b) Anlagmazhk Cozumii : Artur, yillik svalyeler toplantisinda bazi sévalyelerin
anlagmazlik yarattigini gorur. Gizli ajanlarini kullanarak, butin muhtemel duello ciftlerini
belirler. En az sayida sOvalyeyi surgune gondererek, yillik toplantida herhangi bir duello
cifti kalmamasini saglamak ister. Merlin hangi sévalyelerin gonderilecegini belirleme
noktasinda gérevlendirilir. Bir mikemmelliyetci olarak Merlin, en kiicuk stirgiine
gonderilecekler listesi Uzerinde galismaya baslar. Buna karsin, uzun dustncelerden
sonra, herhangi bir algoritma ile uygun bir ¢6zim bulamaz.

0] Neden?
COzum: Gonderilecek sovalyeler, uyumsuzluk grafiginde bir kése kaplarlar.
Bdyle bir durumda, en kiglk kaplamayi bulmak NP-Tam bir problem oldugundan,
Merlin bu sorunu ¢6zemez.

(i) Merlin gereksinimleri nasil yumusatirsa bir ¢ézim bulabilir?
COzim: Merlin Kése Kaplama igin 2-yaklagsma algoritmasini kullanabilir ve en
uygun surgune gonderilecek sdvalye sayisinin en fazla 2 kati kadar biyuklUkteki
bir kime ile sorunu ¢ozebilir.





