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Problem 1. Statik Grafik Gosterimi

G = (V,E) yonlendiriimemis seyrek bir grafik olsun. V = {1,2,...,n}olsun.v €V ve

I =1,2,...,out-degree(v) igin, v’'nin i’ninci komsusunu, inminci en kicguk u késesi olarak
tanimlayin. Oyle ki, (v, u) € E oldugunda, v'ye komsu olan koseleri siralarsak; u, iinci
klguk kose olsun.

Asagidaki sorgulari saglayan G grafiginin bir gdsterimini hazirlayin.
*DEGREE(V): v kosesinin derecesini dondurdr.
=LINKED(u, v): Eger bir kenar, u ve v kdsesini badliyorsa; DOGRU déner, aksi halde
YANLIS déner.

*NEIGHBOR(V, 1): V'nin iinci komsusunu dondurur.

Veri yapiniz asimptotik olarak, olabildigince az yer kaplamalidir. islemler de asimptotik
olarak olabildigince hizli caligmalidir; ancak yer stireden daha 6nemlidir. Veri yapinizi
yer ve sure bakimindan analiz edin.

Cozum: Veri Yapisi igin, ©(E) kadar yer ve her 3 islem igin ©(1) sureye ihtiya¢ duyan bir
sonug veriyoruz. Eger (u, v) € E ise (u, Vv)yi, eder u'nun i’inci komsusu varsa (u, i)’yi
tutan bir kiyim tablosu yaratin. Bazi u’lar ve v = i’'ler igin, hem u ile v'nin komsu olmasi
hem de u’nun i'ninci komsusu olmasi mumkindir. Bu durum, kiyim tablosundaki her
kayitta uydu verileri tutularak ¢ézulir. Kiyim tablosundaki (u,i) anahtarli kayit i¢in, eger u
kosesinin, v=i olan bir komsusu varsa, kayitta bu durumu belirten bir bit saklayin; eger

u bir i’'ninci komsuya sahipse, ilgili komsu kdsenin endeksini kayitta saklayin. Ayrica,
bagka bir kdseye baglantisi olan her u kdsesinin (u,1) anahtari igin derecesini kayitta

saklayin.

Boylece anahtarin birinci koordinatinda her u kdsesinin, kiyim tablosunda en fazla
degree(u) + degree(u)=2 degree(u) girdisi vardir. Toplam girdilerin sayisi en fazla;

u=1 2 degree(u) = 4|E]|

olur. Mikemmel kiyimi kullanarak ve veri yapisi hazirlanirken, az sayida rastgele
orneklem olacak sekilde, uygun bir kiyim fonksiyonu secgerek( veri yapisinin kurulusu
evresinde), arama suresini ©(1)’e, alan gereksimini de depolanacak girdiler agisindan
dogrusal duzeye, mesela ©(E)’ye cekebiliriz( Kitabin 249. sayfasinda Corollary 11.12’ye
bakin). Ayni kiyim fonksiyonlari ailesini, kitaptaki gibi, her 2 boyutlu (u,v)%i, [1....n%
araliginda (u-1)n + v farkh sayiya gevirmek icin kullanabiliriz. Boylece derece dizilimi
ve kiyim tablosu i¢in gerekecek toplam alan ©(V+E) olur.



Bu durumda, DEGREE(v), (v,1) anahtari igin kiyim tablosuna bakar. Eger bulursa,
kayitta saklanan derece degerini dondurdr. Aksi durumda, v herhangi bir koseye komsu
olmadigindan 0 dondurdr. Bu ©(7) sure alir. LINKED(u,v), (u,v) anahtari i¢in kiyim
tablosuna bakar ve eger tabloda varsa DOGRU dondiiriir ve kiyim tablosundaki ilgili bit
ayarlanir. Bu ©(1) sure alir. NEIGHBOR(v,i), (v,i) anahtari i¢in kiyim tablosuna bakar,
eger anahtar varsa ve komsu kose kayitta saklanmigsa, o kdsenin anahtar listesini
dondurdr. Bu da ©(17) sure alr.

Problem 2. Video Oyun Tasarimi

Profesor Cloud, uzun zamandir beklenen Take-home Fantasy isimli yilin oyununun
tasarimina danismanlik yapiyor. Oyundaki seviyelerden birinde, oyuncular giristen cikisa
gitmek igin bir labirentteki birgcok odayl gezmek zorunda. Odalarda hayat iksiri veya canavar
olabilecegi gibi, odalar bos da olabilir. Oyuncu odalarda dolasirken L yasam puanlari azalir
veya artar. Hayat iksiri icmek L'yi arttinrken, canavarla savasmak L'yi azaltir. Eger L, O’'a
veya altina duserse oyuncu oldr.

Sekil 1’de gosterilen bu labirent; késelerin odalari, tek yonli kenarlarin da koridorlari
simgeledigi bir G=(V,E) yonlendirilmis grafigi ile simgelenebilir. Bir f : V — Z kdse-agirlik
fonksiyonu odanin igindekileri simgeler.

Eger f(v) = 0 ise oda bostur.

Eger f(v) > 0 ise odada hayat iksiri vardir. Oyuncu odaya her girdiginde L yagsam

puani f(v) kadar artar.
Eger f(v) < 0ise odada canavar vardir. Oyuncu odaya her girdiginde, L yasam
puani |[f(v)| kadar azalir. L arti olmazsa oyuncu olar.

Labirente giris odasi s € V, ¢ikig odasi da t € V'dir. s’den her v € V’'ye ve her v € V’den
t'ye bir yol oldugunu kabul edin. Oyuncu, L = L, yasam puani ile giriste oyuna baslar,
yani Lo giristeki f degeridir. Sekilde Lo = 1’dir.

Profesor Cloud canavarlari ve hayat iksirlerini labirente rastgele yerlestirmek igin bir program
tasarlamis, ama bazi labirentlerde giristen cikisa ulasabilmek, L, > 0 degilse mumkin
olmayabiliyor. s’den t'ye giden yolda, eder oyuncu sag kalabiliyorsa bu yol “gtvenli’dir,
yani yagsam-puanlari hi¢ 0 olmuyordur.Oyuncu L,=r ile basladiginda,labirentte guvenli
bir yol varsa, o labirenti r-girilebilir olarak tanimlayin.



Cikis

Girig

Sekil 1: 1-girilebilir Labirent Ornegi

Profesdre r'nin en kuglk degerini belirlemek igin verimli bir algoritma tasarlamasinda
yardimcl olun; dyle ki, bu algoritma, verilen labirentin r-girilebilir oldugunu veya bodyle bir r
olmadigini belirlesin. (Kismi puan almak icin, bir labirentin verilen bir r igin r-girilebilir olup
olmadigini belirleme problemini ¢ozin.)

C6zum:
O(V E Ig r) sirede caligan bir algoritma verebiliriz; burada r labirentin girilebilir olabilmesi
icin gereken en az hayat puanidir. Bu soru 2 bolumde ¢ozalur.

*Verilen bir r icin labirentin girilebilir olup olmadigini anlayan bir algoritma: Bu
Bellman-Ford’un degistirilmis strimu ile yapilir. Her u dugumu igin, oyuncunun u’ya
eristiginde sahip olacadi en fazla puan g[u]'yu hesaplar. Oyuncu eksi puan ile u'ya
ulastiginda 6leceginden, q[u]'nun degeri ya — ©0 (oyuncunun u’ya ulasamayacag!
anlamina gelir), ya da artidir. Yani, eger q[t] arti deg@erli ise (t ¢ikis dugumudiuir),
grafigimiz r-girilebilir olur.

*En kicuk r'nin 1°den kuguk olamayacagini biliyoruz. Yani Ustel ve ikili aramanin bir
karigsimini kullanarak r'nin en kiguk degerini bulabiliriz. Bellman-Ford’un degistirilmis
hali ile en kuguk r'yi, log r surede bulabiliriz.

Algoritmanin ¢alisma suresi O(V E log r)dir; r, en kiiguk r'dir ve labirent de r-girilebilir'dir.

Verilen bir r igin girilebilirligin anlagilmasi : Bunun i¢in Bellman-Ford’un degistirilmis
bir sirimunu kullaninz. Verilen bir r igin, heru digumau igin, oyuncunun u’ya erigsmesi
durumunda sahip olacagi en buyik q[u] puani bulunur. Eger, q[t] arti bir deger ise
grafigimiz r-girilebilirdir.



u€V olan her kose icin, g[u]’'nun alt siniri olan p[u] korunur. Girig hari¢ butin p[u]'lari,

baglangigta — 00 olacak sekilde ilklendiririz; sadece giris r ile ilklendirilir. Bellman-Ford
algoritmasini galistirip, p[u] degeri artip g[u]'ya yakinsayana kadar kenarlari gevsetiriz
(eger pozitif agirlik gevrimi yoksa). Burada, eksi degerli bir digume ulagsmanin, bu
digume ulagsamamaktan daha iyi olmadigini fark etmek 6énemlidir. Yani, p[u] eger arti
oluyorsa onu degistiririz, aksi takdirde, — 00 olarak saklariz. Relaxation, yani Gevsetme

ya da dengeye donme yordamini asagidaki gibi degistiririz.

V-RELAX (u, v)
1 if(u,v)e FE

then if ((p[v] < p[u] + f[v]) and (p[u] + f[v] > 0))
then p[v] — plu] + f[v]

m[v] — u

IS

Batun kenarlar, V kez dengeye dondukten sonra, eger eksi agirlikli higbir devre yoksa,
batun p[u]'lar karsilik gelen g[u]'ya yakinsamis olur (u kdsesine erisme halinde sahip
olunan en ¢ok puan sayisi). Bu noktada, eger q[t] arti de@erli ise, oyuncu oraya arti hayat
puanlari ile ulasabilir ve grafik r-girilebilir olur. Eger, p[t] arti degerli degil ise, bltlin
kenarlari bir kere daha dengeye donduririz (Tipki Bellman-Ford’da oldugu gibi). Eger
herhangi bir digumun p[u]'su degisirse, s’den r puanla baslandijinda ulasilabilecek arti
agirhikh bir cevrim bulduk demektir. Yani, oyuncu t'ye ulasmak i¢in gerekli olan puana
erisebilmek amaciyla cevrimde yeterli kere dolasabilir ve boylece grafik r- girilebilirdir..
Eger ulasilabilecek bir arti agirlik cevrimi bulamazsak, ve p[t] — 00 ise, grafik r-girilebilir
degildir. Algoritmanin dogrulugu Bellman-Ford’un dogruluguna baglidir ve kosma suresi
O(V E)dir.

Grafigin r-girilebililir olmasi i¢in en kugik r'yi bulmak. Yukarida verilen alt yontemi
kullanarak en kiigiik r'yi buluruz. Once grafigin 1-girilebilir olup olmadigini kontrol ederiz.
Eger Oyle ise 1'i cevap olarak donduririz. Eder degilse, 2- ve 4-girilebilirligi kontrol
ederiz. i'inci basamakta 2% kontrol ederiz. En sonunda 2“%in girilebilir olmadi§i ama
2*nin girilebilir oldugu bir k buluruz. Yani, rnin en kiigiik degeri bu iki deger arasindadir.
Bundan sonra r=2% ile r=2* arasinda r'nin tam degerini bulmak icin ikili arama yapariz.

Cozumleme : k = [Ig r] oldugundan, yapilan islemlerin sayisi k + O(lgr) = O(lg r)’dir.
Yani, Bellman-Ford’u O(lg r) kere kosturmak zorunda kalirsiniz ve toplam kosma suresi

O (V E lgr) olur.

Alternatif Cozumler : Bazilari ¢ikistan baglayarak, derinligine veya enine arama ile
dugumleri ziyaret edip, u’dan ¢ikiga ulagmak icin gereken en az puani bulmak amaciyla
kenarlarda dengeye donme uygulamasi yapmislar. Bu tip bir yaklasimla algoritma, art
agirhkli cevrimi oldugu takdirde, O(M (V + E)) surede kosar; burada M butun canavarlarin
toplam puanidir. Bu sayi, gergek r sayisi kuguk olsa bile buyuk olabilir. Bazilari, ayni seyi
arama yerine Bellman-Ford’u kullanarak yapmislar. Bu da O(M V E) surede kosar. Bunun
yanisira, O(V2E) siirede kosan birkac akilli ¢cdziim daha vardi.
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Problem 3. Gorintu Filtreleme

iki-boyutlu filtreleme gériintii ve resim islemede yaygin bir islemdir. Bir resim, gercek
sayllardan olusan n x n boyutlu bir matris ile simgelenir. Sekil 2’de gorulecegi gibi, k x k
boyutunda bir pencereyi matris boyunca dolastirmak ve penceredeki her olasi yerlesim
icin filtrenin penceredeki tim dederlerin “garpimini” almasi buradaki fikirdir. “Carpim” tipik
bir carpma islemi degildir.

n

(iQ) K

(replacements)
Yerine koymalar

Sekil 2: Ciktr elemani b;; taranmig bolgedeki batin a’larin garpimidir.

Bu problem igin, islemin birlesmeli ve degisimli 6zelliklere sahip bir ikili bir islem oldugunu
varsayabiliriz. Bu islemde 6zdeslik elemani e icin;

rTRe=eRr==1

Ornegin, bu islem, 0 6zdeslik elemani ile toplama, 1 ile garpma,* ile min v.s. olabilir.
Burada dnemli olan, bu islemin — ve + gibi tersinin dogru oldugunu varsaymamaniz.

Daha agik olmak i¢in, n x n bir resim verilmekte,

Qoo ao1 e Ap(n—1)
A 10 11 e A1 (n—1)
Apn-10 Q-1 --- Gn-1)(n—1)

(k x k)-filtrelenmis gorinti n < n matrisidir.

boo bot o bo(n—1)
n_ b10 bll : bl(rf_l)
b(n—l)O b(n—l)l g = b(n—l)(n—l) , J =01,..,n-1 i(;in,
i+k—1j+k-1
bij = ® ® Qgy
=i j=y

(Kolaylik olsun diye, x 2 n veya y = n igin axy = e oldugunu varsayariz.)
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A girdi matrisinin (k x k) - filtresini hesaplamak i¢in verimli bir algoritma verin. Algoritmanizi
¢ozumlerken, K’y1 sabit bir deger olarak kabul etmeyin. Kosma surenizi n ve k cinsinden
ifade edin. (Kismi puan almak igin problemi bir boyutta ¢oztn.)

Cozum:

Bu 2 boyutlu filtreleme problemini ©(n?) siirede, onu énce n elemanl iki adet tek boyutlu
probleme indirgeyerek, sonra da tek boyutlu bir filtrelemeyi ©(n) sitrede nasil
¢Ozebildigimizi gostererek ¢ozeriz. Filtrelenmis k > n degerleri, k = n ile ayni oldugundan,
k < n oldugunu varsayariz. Ortada, n* kadar hesaplanmasi gereken deger oldugundan,
©(n?) stireli algoritma en uygunudur. Aradaki C matrisini su sekilde tanimlariz:

i, j=0,1,...,n-1icin

Coo Co1 e Co(n—1)
Cio Ci1 cee Ci(n—1)
C = .
Cn-1)0 Cn-11 --- Cn-1)(n-1)
j+k—1

cij= & ay
y=J

C, A’nin her satirindaki tek boyutlu k-filtresidir. Bu durumda,

i+k—1Jj+k—1

by = Q@ Q au

r=i  y=j
itk—1

= ® Caj s
=1

olur, ve B de C’nin her sutunundaki tek boyutlu k-filtresidir.

Geriye kalan, 1 boyutlu k-filtrelemeyi hesaplamak igin verimli bir metod tasarlamaktir. n
uzunlugundaki bir dizilimde, tek boyutlu problemi ¢é6zmek icin saf algoritma ©(k n) zaman
kullanir. Tek boyutlu algoritmayi bu 2 boyutlu problemin ¢éziimtnde kullanirsak, C’yi A’dan
ve B’yi C’den hesaplanmak icin gereken stire, iki hesaplama icin de ©(kn) gerektirir; bu da
toplamda ©(kn?) demektir. Bircok égrenci, tek boyutlu problemi ©(n Ig k) siirede ¢ozen,
bdylece 2 boyutlu problemi de e(n2 lg k)’'da ¢ozen yollar bulmuglar. Buna karsilk, tek
boyutlu problemin ©(n) siirede, bdylece 2 boyutlu problemin de ©(n?) siirede ¢ozildigiini
kesfedenler olmus.

Tek boyutlu problem icin ©(n) sireli algoritma asagidaki gibidir. Girdi dizilimimiz;

A= <a07 aty. .- 7an71>

ve k-filtreli ¢ikti dizilimimiz de;

B = <h)7b17 seey bn—1>

olsun. Burada,
itk—1

bi: ® Qg

olur.
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Genellemeyi bozmadan, n’nin k'ya tam olarak boéltnebildigini varsayalim. Aksi takdirde,
a’nin sonunu e kimlik elemanlari ile doldurarak, n’yi k’nin bir kati haline getirebilmek igin
n'yi ikiyle carpmaktan daha ¢ok sey yapmamiz gerekir.

Buradaki fikir, dizilimleri k elemanli bloklara bélmektir. Verilen i konumundan baslayan, k
elemanli bir pencerenin, bir blogun sontakisinin ve sonraki blogun éntakisinin ¢arpimi
oldugunu gozlemleyin. Boylece, her blogun ontakisini ve sontakisini asagidaki gibi
hesaplariz. i=0,1,...,n-1 i¢in,

= € if 2 mod k =0,
" | fiii®a;—1 otherwise;
vei=n-1,n-2,...,0i¢in
) ai if (i + 1) mod k =0,
= a; ® fiy1 otherwise.

Bu iki dizilim ©(n) sirede hesaplanabilir ve ardindan, i=0,1,....,n-1 i¢cin su ¢ikti dizilimini
elde ederiz.

bi =i @ fitk

Bu da ©(n) sure alir.

Tek boyutlu 4-filtrelemeyi bir 6rnek disunelim.

bo = (W ®a®az) = Gg® fi
bl = (Clq ® Ao & (1/3) @ (Cl,4) = 1 ¥ f5
by = (CLQ ® Clg) X (CL4 034 CL5) = §2® f6
by = (a3) @ (Ras®@as) = ¢3® fr
by = (&4@&5@()46@&7) = g1 ® fs
bs = (a5 ® ag® &7) 02 (CLS) = g5® fo
bg = (0,6 0%y a7) & (&8 @ 09) = 06 flO

Problem 4. ViTo Tasarimi

ViTo adli yeni ve geligtiriimig bir dijital video kaydedici tasarliyorsunuz. ViTo yaziliminda,
bir i televizyon gosterisi 3'lu olarak simgelenir. Bu 3’lu, kanal numarasi c;, baslangig
zamani s; ve bitis zamani ej'dir. ViTo sahibi, n tane izlenecek gosteriyi girdi olarak
listeler. i= 1,2,....,n olan her gosteri bir keyif reytingi riye sahiptir. Gosteriler tstlste
cakisabileceginden ve ViTo ayni anda sadece bir gosteri kaydedebilecedinden, ViTo,
alinan keyif reytingi en fazla olan gosterilerin alt kimesini kaydetmelidir. ViTo kullanicisi,
bir gosterinin sadece bir bolumuni seyretmekten zevk almadigindan, ViTo higbir zaman
bolum kaydi yapmaz. ViTo'nun gdsterimlerin en iyi alt kimesini segebilmesi i¢in verimli
bir algoritma yazin.
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Cozum: ViTo’nun programlarin herhangi bir altkiimesini kaydetmek igin yeterli sabit disk
alanina sahip oldugunu varsayalim. Dinamik programlama yaklagimi kullanarak bu
problemi ¢gdzecegiz.

Oncelikle, en uygun altyapiyi gésterelim. show; , (c;,si,e) Ucliisiini ifade etsin; shows da
showsy,.... ,show, ‘lerin tim listesini ve shows(t) de e; < t oldugunda show; ’lerin alt
kiimesini ifade etsin. (yani bitis zamanlari t zamanindan énce olan tim programiar)
show;, , show;,, ..., show;, gibi bir en iyi ¢gozum dusunelim. Bu durumda, show;, , show;, ,
..., show;_, shows(s;) altprobleminin en iyi ¢ézum olmalidir, ¢inkl egder degilse, bu
altprobleme daha iyi bir sonucu kesip yapistirabiliriz; sonuna bir show; ekleyerek en iyi
olandan daha iyi bir ¢6ztim elde edebiliriz.

Showlari bitig sUrelerine gore siralarsak, i < jigin e; < e;olur ve egder e; = g; ise s; < s; ‘dir.
(Eger 2 veya daha fazla program ayni anda baslar ve biterse, en fazla keyif katsayisi
olan r; 'yi saklar ve baglar rastgele atariz). Bu dogrusal slirede sayma siralamasi ile
yapilabilir: n tane programla en fazla 2n muhtemel baslangic/ bitis slresi olur ve bir
guinde sadece 24 saat oldugundan, olasi surelerin araligi O(n)’dir. Problemleri yeniden
etiketleyin, bdylece, show;, ..., show, sirali diizende olsun. shows' programlarin, i’inci

gosteriye kadar (i dahil) listesi olsun; yani, shows' = show;, shows, ..., show;

shows(t), show;’nin bir altkimesidir ve bazi k(t)'ler, e; < t oldugunda, ve bunun showk(t)’ye esit
olduguna dikkat edin. En iyi ¢6ziimiin, show' programlari igin birlestirilmis keyfi p(i) olsun;

o= 0 ifi < 1;
P = max{p(k(s;)) +r;,p(i —1)} otherwise.

En iyi c6zUm ise;
{} ifs < 1;
record(i) = { record(k(s;)) U {show;:} 1if p(k(si))+ri > p(i —1);
record(i — 1) otherwise.

Kosma suresi = programlari siralama suresi + p(n)’i bulmak igin gereken stre = O(n)
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Problem 5. Bir Grafigi Gelistirmek

G = (V, E) yonlendirilmis grafigini, dinamik olarak gelistiren bir veri yapisi gelistirmek
istiyoruz. Baslangicgta, V = {1,2,...,n} ve E = Jye sahibiz. Kullanici, grafigi
asagidaki iglemi kullanarak gelistirecek.

=INSERT-EDGE(U, v): u kdsesinden v késesine ydnlendirilmig bir kenar ekler. Oyle ki,

E «—E u{(u,v)}dir.

Ayrica, kullanici istedigi zaman iki kdsenin baglantih olup olmadigini asagidaki
islemle sorgulayabilir.

*CHECK-PATH(u, v): Eger u kosesinden v kosesine bir yonlendirilmis yol mevcut ise
DOGRU doéndur, aksi takdirde YANLIS doéndir.

Kullanici grafigi tamamen baglantili olana kadar gelistirmeye devam eder. Kenarlarin
sayisi tekdize olarak arttigindan ve kullanici ayni kenari hicbir zaman 2 kere araya
yerlestirmediginden, Toplam INSERT-EDGE iglemlerinin sayisi tam olarak n(n-1)'dir.
Kullanici grafigi gelistirmeye devam ettigi stirece, m kere CHECK-PATH islemini ¢agirir ve
bu islemler n(n — 1) INSERT-EDGE ile birlikte galigir. Bu tarz islemler dizisini verimli bir
sekilde destekleyecek bir veri yapisi tasarlayin.
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Cozum: Bu problemi ¢c6zmek icin nxn boyutunda transitive-closure yani gecisli-kapali
matris Ti tutariz; T, her kdse ikilisinin arasinda yonlendirilmis bir yol olup olmadigini
saklar. Her bir CHECK-PATH islemi O(1) sure alan ve n(n-1) INSERT-EDGE islemi en
kétt durumda O(n®) siire alan bir algoritma verecegiz. Bu sinirlari bir araya getirirsek m
tane CHECK-PATH ve n(n-1) INSERT-EDGE islemi dizisi toplamda O(n®*+m) siire alrr.
Sonra m’nin kiigtik oldugu durumlar igin veri yapisini gelistirip, O(min{ n® + m, n?m })'yi
elde edecegiz.

Veri yapimiz gegisli kapali matris T=(t,,)’yi destekler ve;

o 1 . 1if there exists a directed path from « to v in ¢
1 0 ¢ otherwise .

T matrisi bir komsuluk matrisine benzer, sadece u—v kenarlari yerine, % —* ¥
yollarini saklar. u’uncu satirdaki 1’lerin u'nun erigsebilecedi butin koselere karsilik
geldigine ve u’uncu slUtundaki 1’lerin de u’ya ulasabilen koselere karsilik geldigine
dikkat edin. Baslangicta, t,, = 1 olarak ilklendiririz, ¢lnki bir késeden kendisine
(kenarsiz) yonlendirilmis bir yol vardir.

T verildiginde, CHECK-PATH(u,v) uygulamasi agiktir; t,,/nin degerinin sorgulanmasidir.
Bu sorgulama sabit zamanda yapilabilir, bu nedenle CHECK-PATH sabit strede kosar.
CHECK-PATH icin s6zde kod asagidadir.

CHECK-PATH (u, v)

1 ift, =1

2 then return TRUE
3 else return FALSE

T matrisinin INSERT-EDGE(u,v) ile genisletiimesi veri yapisinin karmasik bolimadur.
(u,v) kenari eklendiginde, her x kdgesini kontrol ederiz. Eger x, u’ya erigebiliyorsa ve
v’'ye erisemiyorsa, matrisimizi, u’yu v'nin erigtigi her kdseye erisecek sekilde guncelleriz
(daha 6nce erisebildigi kdselere ek olarak). Baska bir deyisle, Ry, , w'nun erisebilecegi
koselerin kiimesi olsun,(yani T’deki w’ninci situnda degerleri 1 olan dizinlerinin kiimesi).
Sonra, (u,v)’yi eklerken, batin x€V'ler icin dongl yapariz. Batin x’ler icin u € Ry ve
vg R, oldugunda, Ry < Ry u R/’'ye ayarlariz.

INSERT-EDGE i¢in s6zde kod asagidadir.

INSERT-EDGE (u, v)

1 forxz «— 1ton
2 do ift,, = landt,, =0 > 2 can reach « but not v
3 then for y — 1 ton

4 do t,, — max{t,, t,,} UHv~y,adder~ytoT
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Dogruluk. Asagidaki teorem, algoritmamizin dogrulugunu kanitlar.

Teorem 1 Eger G grafiginde, iff yani eger ve sadece eger, x'ten y'ye yonlendirilmis bir
yol varsa, INSERT-EDGE iglemi t,, = 1 degismezini korur.

Ispat : INSERT-EDGE iglemleri lizerinde timevarim ile ispatimizi yapariz. Bir INSERT-
EDGE(u,v) islemine kadar, gegisli-kapali matrisimizin dogru oldugunu varsayar, sonra,
islemden sonra da dogru oldugunu kanitlariz. CHECK-PATH islemi matrisi
degistirmediginden bu iglem i¢in bir sey ispatlamamiz gerekmez.

Once, (u,v) kenari eklenmeden once, T ~ ¥ oldugunu dusinelim. Sonra, INSERT-
EDGE igleminden o6nce t.,, = 1 oldugunu dusunelim. t,, sadece 4. satirda
guncellenebilir ve degeri olan 1 degismez. Bu yaklasim dogrudur, ¢unkl kenarlarin
eklenmesi var olan bir yolu yok etmez.

(u,v) kenari eklenmeden once,

T 7>y oldugunu,

ama ekleme igleminden sonra

T~ Yoldugunu varsayalim. Bu x'ten y’ye giden yolun (u,v) kenarini kullandigi anlamina
gelir. Bu ayni zamanda, INSERT-EDGE(u, v)’'den 6nce

T~>U ve UV~

oldugunu gosterir. Varsayimdan yola gikarak, ty, = 1ve t,y = 1 demektir. Ayrica (u, v)'nin
eklenmesinden 6nce = »%* volmalidir, aksi halde = y varsayimini ihlal etmis oluruz.
Bdylece, 4. satira geldik ve

log oy =1

oldu.

Degerlendirecegimiz son durumda ekleme isleminden sonra,

Ty

oldugunu dusunelim.

Bu durumda ty, = 0 oldugundan emin olmaliyiz. Eger yol yoksa, (u,v) eklemesinden
once ty,=0'dir. Ayrica (u, v)'yi kullanan bir yol olmadigindan, ya tx, = O veya t,y = 0’dIr.
Eger t«w = O ise ikinci satirdaki donguye girmeyiz ve bu nedenle 4. satirdaki guncelleme
yapilmaz. Eger t,,=1 ise, t,=0 olur ve bu durumda 4. satirda t,, < 0 degeri elde
edilir.

Cozimleme.  Simdi algoritmamizin kosma suresini degerlendirelim. Her CHECK-
PATH islemi sadece tabloya bakmak oldugu icin O(1) sure alir. Buna kargilik INSERT-
EDGE isleminin ¢cozimlemesi biraz daha karmasiktir. Bu igslemin en kotd durum
maliyetini basitce Ust sinir olarak belirleyebilir ve bunun O(n?) oldugunu sdyleyebiliriz,
cunki 4. satirda icice for donguleri n eleman Uzerinde sabit is yapar. Simdi daha siki
bir siniri, n(n-1) boyutunda bir dizi INSERT-EDGE igleminin toplu ¢6zimlemesini
yaparak belirleyebiliriz.. INSERT-EDGE iglemi her kostugunda, dis dongu (1. satir),
ikinci satirdaki n 6ge igin sabit is yapar. Yani dis déngiiniin katkisi O(n®) olur. i¢ déngii
(satir 3) sadece ty, = 0 oldugunda igslem yapar ve isi bittiginde ty, = 1 olur. Yani, bir x
kosesi i¢ dongude en fazla n defa (aslinda t«w = 1 ile basladigimizdan n-1 defa) kosar.
Elimizde n kdsemiz oldugundan, i¢ dongumuz O(n®) miktar is igin en kétl durumda
toplamda en fazla n? defa kosar. Dolayisiyla toplam kosma siiremiz,
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n(n-1) INSERT-EDGE ve m CHECK-PATH icin O(n*+m)dir.

Kiguk Gelistirmeler. INSERT-EDGE icin O(1)’e mal olan ancak, CHECK-PATH
islemini O(n°)’de tamamlayan baska bir veri yapisi vardir. Bu veri yapisini gelistirmek
icin, komsuluk listesini kullanabiliriz: n buyukligundeki, kdselere gbre anahtar listesi
olan A[1...n] dizilimini kullanabilir ve ilgili kdseden disari giden butin kenarlari (zincirli)
liste olarak saklayabiliriz. INSERT-EDGE(u,v) iglemini gergeklestirmek icin O(1) surede
V'yi AJlu]'nun basina ekleriz. (Kenarlarin sadece bir defa eklendigini unutmayin,
dolayisiyla v'nin daha once listede olup olmadigi igin endiselenmemize gerek yok).
CHECK-PATH(u,v) islemini gerceklestirmek igin, bir tir arama, 6rnegin u késesinden
baglayarak enine arama yapariz. Eger v, bu aramanin herhangi bir noktasinda
karsimiza c¢ikarsa DOGRU dondiriiriiz, aksi takdirde YANLIS dondiririiz. Bu
algoritmanin dogrulugu bir sekilde oldukca acik olmalidir. Enine Arama O(V+E)=0(n?)
siire alir. Yani biitiin islemler igin toplam kosma siiremiz O(n?+n°m) olur.

Bu veri yapisi muhtemelen ilk verdigimizden daha koétudir. m >> n oldugunu
varsaymak, butin kenarlari en az bir kez sorgulayacagimizi dusundrsek oldukga
guvenlidir. m >> n? oldugunu disiinmek bile mantiklidir. Eger bu varsayimlari yapmak
iIstemezseniz ve m’yi dnceden bilirseniz, uygun veri yapisini segebilirsiniz.

m’nin 6nceden bilinmedigini dislnsek bile, iki veri yapisini birlestirerek iki sinirin daha
lyisini elde edebiliriz. Bunu yapmak igin, n tane sorgumuz olana kadar komsguluk
listesininin veri yapisini kullaniriz. n’ninci sorguya geldigimizde (CHECK-PATH), gecici-
kapali matrisi olustururuz ve butliin sonraki islemler icin bu matrisi kullaniriz. Matrisin
kurulmasi u’dan baglayan enine arama yaparak ve erigilebilir her v kosesini, t,, < 1 ile
isaretleyerek O(n®) siire alir. E§er m < n ise, sadece komsuluk listesini kullanarak
toplam kosma siiresi O(n’m)'yi elde ederiz.

Egder m = n ise, 6nce O(n°) is icin komsuluk listesini kullaniriz ve gegcisli-kapali matrisi
O(n® siirede doéniistiirerek, sonraki tiim islemler igin bu matrisi kullanir ve  O(n®+m)
elde ederiz.. Bbylece bu veri yapisinin kosma suresi en koéti durumda, toplamda
O(min{n®+m,n?m}) olur.





