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Ara Sınav 2 Çözümleri 
 

Problem 1.   Statik Grafik Gösterimi 

G = (V, E) yönlendirilmemiĢ seyrek bir grafik olsun. V = {1, 2, . . . , n} olsun. v Є V ve 

i = 1, 2, . . . , out-degree(v) için, v‟nin i’ninci komşusunu, i’ninci en küçük u köĢesi olarak 

küçük köĢe olsun. 
 
AĢağıdaki sorguları sağlayan G grafiğinin bir gösterimini hazırlayın. 

YANLIġ döner. 

•NEIGHBOR (v, i): v‟nin i’inci komĢusunu döndürür. 
 

olarak olabildiğince hızlı çalıĢmalıdır; ancak yer süreden daha önemlidir.  Veri yapınızı 

yer ve süre bakımından analiz edin.  
 

 

sonuç veriyoruz. Eğer (u, v) Є E ise (u, v)‟yi, eğer u‟nun i‟inci komĢusu varsa (u, i)‟yi 
tutan bir kıyım tablosu yaratın. Bazı u‟lar ve v = i‟ler için, hem u ile v‟nin komĢu olması 
hem de u‟nun i‟ninci komĢusu olması mümkündür. Bu durum, kıyım tablosundaki her  
kayıtta uydu verileri tutularak çözülür. Kıyım tablosundaki (u,i) anahtarlı kayıt için, eğer u 

saklayın. 
 
Böylece anahtarın birinci koordinatında her u köĢesinin, kıyım tablosunda en fazla 
degree(u) + degree(u)=2 degree(u) girdisi vardır. Toplam girdilerin sayısı en fazla; 

      

evresinde), arama süresini Ө(1)‟e, alan gereksimini de depolanacak girdiler açısından 
doğrusal düzeye, mesela Ө(E)‟ye çekebiliriz( Kitabın 249. sayfasında Corollary 11.12‟ye 
bakın). Aynı kıyım fonksiyonları ailesini, kitaptaki gibi, her 2 boyutlu (u,v)’yi,  [1....n2] 

ve kıyım tablosu için gerekecek toplam alan Ө(V+E) olur. 
 
 

tanımlayın. Öyle ki, (v, u) Є E olduğunda, v‟ye komĢu olan köĢeleri sıralarsak; u, i’inci 

•DEGREE (v): v köĢesinin derecesini döndürür. 
•LINKED (u, v): Eğer bir kenar, u ve v köĢesini bağlıyorsa; DOĞRU döner, aksi halde 

Veri yapınız asimptotik olarak, olabildiğince az yer kaplamalıdır. ĠĢlemler de asimptotik 

Çözüm: Veri Yapısı için, Ө(E) kadar yer ve her 3 iĢlem için Ө(1) süreye ihtiyaç duyan bir 

köĢesinin, v=i olan bir komĢusu varsa, kayıtta bu durumu belirten bir bit saklayın; eğer 
u bir i‟ninci komĢuya sahipse, ilgili komĢu köĢenin endeksini kayıtta saklayın. Ayrıca, 
baĢka bir köĢeye bağlantısı olan her u köĢesinin (u,1) anahtarı için derecesini kayıtta 

olur. Mükemmel kıyımı kullanarak ve veri yapısı hazırlanırken, az sayıda rastgele 
örneklem olacak Ģekilde, uygun bir kıyım fonksiyonu seçerek( veri yapısının kuruluĢu 

aralığında (u-1)n + v farklı sayıya çevirmek için kullanabiliriz. Böylece derece dizilimi 



Bu durumda, DEGREE(v), (v,1) anahtarı için kıyım tablosuna bakar. Eğer bulursa, 
kayıtta saklanan derece değerini döndürür. Aksi durumda, v herhangi bir köĢeye komĢu 
olmadığından 0 döndürür. Bu Ө(1) süre alır. LINKED(u,v), (u,v) anahtarı için kıyım 
tablosuna bakar ve eğer tabloda varsa DOĞRU döndürür ve kıyım tablosundaki ilgili bit 
ayarlanır. Bu Ө(1) süre alır. NEIGHBOR(v,i), (v,i) anahtarı için kıyım tablosuna bakar, 

döndürür. Bu da Ө(1) süre alır. 
 
 
 
 
Problem 2.   Video Oyun Tasarımı 

 

Profesör Cloud, uzun zamandır beklenen Take-home Fantasy isimli yılın oyununun 

tasarımına danıĢmanlık yapıyor. Oyundaki seviyelerden birinde, oyuncular giriĢten çıkıĢa 

gitmek için bir labirentteki birçok odayı gezmek zorunda. Odalarda hayat iksiri veya canavar 

olabileceği gibi, odalar boĢ da olabilir. Oyuncu odalarda dolaĢırken L yaşam puanları azalır 

veya altına düĢerse oyuncu ölür.  

simgelediği bir G=(V,E) yönlendirilmiĢ grafiği ile simgelenebilir. Bir f : V → Z köĢe-ağırlık 

fonksiyonu odanın içindekileri simgeler. 

•Eğer f (v) = 0 ise oda boĢtur. 

•Eğer f (v) > 0 ise odada hayat iksiri vardır. Oyuncu odaya her girdiğinde L yaĢam    

puanı f(v) kadar artar. 

  puanı |f(v)| kadar azalır. L artı olmazsa oyuncu ölür. 
 

Labirente giriş odası s Є V, çıkış odası da t Є V‟dir. s‟den her v Є V‟ye ve her v Є V‟den 
t‟ye bir yol olduğunu kabul edin. Oyuncu, L = L0  yaĢam puanı ile giriĢte oyuna baĢlar, 

yani  L0  giriĢteki f değeridir. ġekilde  L0  = 1‟dir. 
 

tasarlamıĢ, ama bazı labirentlerde giriĢten çıkıĢa ulaĢabilmek,  L0  > 0  değilse  mümkün 

0

bir yol varsa, o labirenti r-girilebilir olarak tanımlayın.  

eğer anahtar varsa ve komĢu köĢe kayıtta saklanmıĢsa, o köĢenin anahtar listesini 

veya artar. Hayat iksiri içmek L‟yi arttırırken, canavarla savaĢmak L‟yi azaltır. Eğer L , 0‟a 

ġekil 1‟de gösterilen bu labirent; köĢelerin odaları, tek yönlü kenarların da koridorları 

•Eğer  f (v) < 0 ise odada canavar vardır. Oyuncu odaya her girdiğinde, L yaĢam  

Profesör Cloud canavarları ve hayat iksirlerini labirente rastgele yerleĢtirmek için bir program 

olmayabiliyor. s‟den t‟ye giden yolda, eğer oyuncu sağ kalabiliyorsa bu yol “güvenli”dir, 
yani yaĢam-puanları hiç 0 olmuyordur.Oyuncu L =r ile baĢladığında,labirentte güvenli 
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Şekil 1: 1-girilebilir Labirent Örneği 
 

Profesöre r‟nin en küçük değerini belirlemek için verimli bir algoritma tasarlamasında 

yardımcı olun; öyle ki, bu algoritma, verilen labirentin r-girilebilir olduğunu veya böyle bir r 

olmadığını belirlesin. (Kısmi puan almak için, bir labirentin verilen bir r  için r-girilebilir olup 

olmadığını belirleme problemini çözün.) 
 

 

 

Çözüm: 
O(V E lg r) sürede çalıĢan bir algoritma verebiliriz; burada r labirentin girilebilir olabilmesi 
için gereken en az hayat puanıdır. Bu soru 2 bölümde çözülür. 

 

•Verilen bir r için labirentin girilebilir olup olmadığını anlayan bir algoritma: Bu 
Bellman-Ford‟un değiĢtirilmiĢ sürümü ile yapılır. Her u düğümü için, oyuncunun u‟ya 
eriĢtiğinde sahip olacağı en fazla puan q[u]‟yu hesaplar. Oyuncu eksi puan ile u‟ya 
ulaĢtığında öleceğinden, q[u]‟nun değeri ya –   (oyuncunun u‟ya ulaĢamayacağı 

grafiğimiz r-girilebilir olur. 

•En küçük r‟nin 1‟den küçük olamayacağını biliyoruz. Yani üstel ve ikili aramanın bir 
karıĢımını kullanarak r‟nin en küçük değerini bulabiliriz. Bellman-Ford‟un değiĢtirilmiĢ 

 
 

Verilen bir r için girilebilirliğin anlaşılması : Bunun için Bellman-Ford‟un değiĢtirilmiĢ 

 

anlamına gelir), ya da artıdır. Yani, eğer q[t] artı değerli ise (t çıkıĢ düğümüdür),  

hali ile en küçük r’yi, log r sürede bulabiliriz. 

Algoritmanın çalıĢma süresi O(V E log r)’dir;  r, en küçük r‟dir ve labirent de r-girilebilir‟dir. 

bir sürümünü kullanırız. Verilen bir r için, her u düğümü için, oyuncunun u‟ya eriĢmesi 
durumunda sahip olacağı en büyük q[u] puanı bulunur. Eğer, q[t] artı bir değer ise 
grafiğimiz r-girilebilirdir. 



 

(eğer pozitif ağırlık çevrimi yoksa). Burada, eksi değerli bir düğüme ulaĢmanın, bu 
düğüme ulaĢamamaktan daha iyi olmadığını fark etmek önemlidir. Yani, p[u] eğer artı 
oluyorsa onu değiĢtiririz, aksi takdirde, –   olarak saklarız. Relaxation, yani GevĢetme 

 

  
 

bütün p[u]‟lar karĢılık gelen q[u]‟ya yakınsamıĢ olur (u köĢesine eriĢme halinde sahip 

kenarları bir kere daha dengeye döndürürüz (Tıpkı Bellman-Ford‟da olduğu gibi). Eğer 
herhangi bir düğümün p[u]‟su değiĢirse, s‟den r  puanla baĢlandığında  ulaĢılabilecek artı 
ağırlıklı bir çevrim bulduk demektir. Yani, oyuncu t‟ye ulaĢmak için gerekli olan puana 

Eğer ulaĢılabilecek bir artı ağırlık çevrimi bulamazsak, ve p[t] –   ise, grafik r-girilebilir 

değildir. Algoritmanın doğruluğu Bellman-Ford‟un doğruluğuna bağlıdır ve koĢma süresi 
O(V E)‟dir. 

 
 
 

Grafiğin r-girilebililir olması için en küçük r’yi bulmak. Yukarıda verilen alt yöntemi 
kullanarak en küçük r‟yi buluruz. Önce grafiğin 1-girilebilir olup olmadığını kontrol ederiz. 
Eğer öyle ise 1‟i cevap olarak döndürürüz. Eğer değilse, 2- ve 4-girilebilirliği kontrol 
ederiz. i‟inci basamakta 2i-1’i kontrol ederiz. En sonunda 2k-1‟in girilebilir olmadığı ama 
2k‟nın girilebilir olduğu bir k buluruz. Yani, r‟nin en küçük değeri bu iki değer arasındadır. 
Bundan sonra r=2k-1 ile r=2k arasında r‟nin tam değerini bulmak için ikili arama yaparız.  
 

 
 
 
Alternatif Çözümler : Bazıları çıkıĢtan baĢlayarak, derinliğine veya enine arama ile 
düğümleri ziyaret edip, u‟dan çıkıĢa ulaĢmak için gereken en az puanı bulmak amacıyla 
kenarlarda dengeye dönme uygulaması yapmıĢlar. Bu tip bir yaklaĢımla algoritma, artı 
ağırlıklı çevrimi olduğu takdirde, O(M (V + E)) sürede koĢar; burada M bütün canavarların 

arama yerine Bellman-Ford‟u kullanarak yapmıĢlar. Bu da O(M V E) sürede koĢar. Bunun 
yanısıra, O(V2E) sürede koĢan birkaç akıllı çözüm daha vardı. 
  

 

uЄV olan her köĢe için, q[u]‟nun alt sınırı olan p[u] korunur. GiriĢ hariç bütün p[u]‟ları, 
baĢlangıçta –   olacak Ģekilde ilklendiririz; sadece giriĢ r ile ilklendirilir. Bellman-Ford 

algoritmasını çalıĢtırıp, p[u] değeri artıp q[u]‟ya yakınsayana kadar kenarları gevĢetiriz 

ya da dengeye dönme yordamını aĢağıdaki gibi değiĢtiririz. 

Bütün kenarlar, V kez dengeye döndükten sonra, eğer eksi ağırlıklı hiçbir devre yoksa, 

olunan en çok puan sayısı). Bu noktada, eğer q[t] artı değerli ise, oyuncu oraya artı hayat 
puanları ile ulaĢabilir ve grafik r-girilebilir olur. Eğer, p[t] artı değerli değil ise, bütün 

eriĢebilmek amacıyla çevrimde yeterli kere dolaĢabilir ve böylece grafik r- girilebilir‟dir.. 

Çözümleme : k = [lg r] olduğundan, yapılan iĢlemlerin sayısı k + O(lg r ) = O(lg r)‟dir.     

toplam puanıdır. Bu sayı, gerçek r sayısı küçük olsa bile büyük olabilir. Bazıları, aynı Ģeyi 

Yani, Bellman-Ford‟u O(lg r) kere koĢturmak zorunda kalırsınız ve toplam koĢma süresi 
O (V E lgr) olur.  
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Problem 3.   Görüntü Filtreleme 
 

İki-boyutlu filtreleme görüntü ve resim iĢlemede yaygın bir iĢlemdir. Bir resim, gerçek 
sayılardan oluĢan n x n boyutlu bir matris ile simgelenir. ġekil 2‟de görüleceği gibi, k x k 
boyutunda bir pencereyi matris boyunca dolaĢtırmak ve penceredeki her olası yerleĢim 
için filtrenin penceredeki tüm değerlerin “çarpımını” alması buradaki fikirdir. “Çarpım” tipik 
bir çarpma iĢlemi değildir.  

n 
 
 

 

(i, j)  k 
 

k 
n 

 
 

Yerine koymalar 
 
 
 
 
 

Şekil 2: Çıktı elemanı bij  taranmıĢ bölgedeki bütün a‟ların çarpımıdır. 

 
Bu problem için, iĢlemin birleĢmeli ve değiĢimli özelliklere sahip bir ikili bir iĢlem olduğunu 

 

 

 
(k × k)-filtrelenmiş görüntü n × n matrisidir.  

i, j = 0,1,...,n-1 için, 

                         
xy 

                 (replacements) 

varsayabiliriz. Bu iĢlemde özdeĢlik elemanı e için; 

Örneğin, bu işlem, 0 özdeĢlik elemanı ile toplama, 1 ile çarpma,    ile min v.s. olabilir.  
Burada önemli olan, bu iĢlemin – ve + gibi tersinin doğru olduğunu varsaymamanız.  

Daha açık olmak için, n x n bir resim verilmekte, 

(Kolaylık olsun diye, x ≥ n veya y ≥ n için a = e olduğunu varsayarız.) 
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ifade edin. (Kısmi puan almak için problemi bir boyutta çözün.) 
 

Çözüm: 

Bu 2 boyutlu filtreleme problemini Ө(n2) sürede, onu önce n elemanlı iki adet tek boyutlu 

2

Ө(n2) süreli algoritma en uygunudur. Aradaki C matrisini Ģu Ģekilde tanımlarız: 

i, j= 0,1,...,n-1 için 

 

 

 
C,  A‟nın her satırındaki tek boyutlu k-filtresidir. Bu durumda, 

 
 

olur, ve B de C‟nin her sütunundaki tek boyutlu k-filtresidir.  

 

Geriye kalan, 1 boyutlu k-filtrelemeyi hesaplamak için verimli bir metod tasarlamaktır. n 

kullanır. Tek boyutlu algoritmayı bu 2 boyutlu problemin çözümünde kullanırsak, C‟yi A‟dan 

2

2 

boyutlu problemin Ө(n) sürede, böylece 2 boyutlu problemin de Ө(n2) sürede  çözüldüğünü 
keĢfedenler olmuĢ.  

Tek boyutlu problem için Ө(n) süreli algoritma aĢağıdaki gibidir. Girdi dizilimimiz; 

 
ve k-filtreli çıktı dizilimimiz de; 

 
olsun. Burada, 

 
olur. 

A girdi matrisinin (k x k) - filtresini hesaplamak için verimli bir algoritma verin. Algoritmanızı 
çözümlerken, k‟yı sabit bir değer olarak kabul etmeyin. KoĢma sürenizi  n ve k cinsinden 

probleme indirgeyerek, sonra da tek boyutlu bir filtrelemeyi Ө(n) sürede nasıl 
çözebildiğimizi göstererek çözeriz. FiltrelenmiĢ k > n değerleri, k = n ile aynı olduğundan,  
k ≤ n olduğunu varsayarız. Ortada, n  kadar hesaplanması gereken değer olduğundan, 

uzunluğundaki bir dizilimde, tek boyutlu problemi çözmek için saf algoritma Ө(k n) zaman 

ve B‟yi  C‟den hesaplanmak için gereken süre, iki hesaplama için de Ө(kn) gerektirir; bu da 
toplamda Ө(kn ) demektir. Birçok öğrenci, tek boyutlu problemi Ө(n lg k) sürede çözen, 
böylece 2 boyutlu problemi de Ө(n lg k)‟da çözen yollar bulmuĢlar. Buna karĢılık, tek 
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Genellemeyi bozmadan, n‟nin k‟ya tam olarak bölünebildiğini varsayalım. Aksi takdirde, 
a‟nın sonunu e kimlik elemanları ile doldurarak, n‟yi k‟nın bir katı haline getirebilmek için 
n‟yi ikiyle çarpmaktan daha çok Ģey yapmamız gerekir. 

 
Buradaki fikir, dizilimleri k elemanlı bloklara bölmektir. Verilen i konumundan baĢlayan, k 
elemanlı bir pencerenin, bir bloğun sontakısının ve sonraki bloğun öntakısının çarpımı 
olduğunu gözlemleyin. Böylece, her bloğun öntakısını  ve sontakısını aĢağıdaki gibi 
hesaplarız.   i=0,1,...,n-1 için, 

 
 

ve i = n-1,n-2,...,0 için 

 
 

Bu iki dizilim Ө(n) sürede hesaplanabilir ve  ardından, i=0,1,....,n-1 için Ģu çıktı dizilimini 
elde ederiz. 

 
Bu da Ө(n) süre alır. 

 

Tek boyutlu 4-filtrelemeyi bir örnek düĢünelim. 

 

 

  
 

 
 

Problem 4.   ViTo Tasarımı 
 

ViTo adlı yeni ve geliĢtirilmiĢ bir dijital video kaydedici tasarlıyorsunuz. ViTo yazılımında, 
bir i televizyon gösterisi 3‟lü olarak simgelenir. Bu 3‟lü, kanal numarası ci, başlangıç 

i i

listeler. i= 1,2,....,n olan her gösteri bir keyif reytingi ri‟ye sahiptir. Gösteriler üstüste 

alınan keyif reytingi en fazla olan gösterilerin alt kümesini kaydetmelidir. ViTo kullanıcısı, 
bir gösterinin sadece bir bölümünü seyretmekten zevk almadığından, ViTo  hiçbir zaman 
bölüm kaydı yapmaz. ViTo‟nun gösterimlerin en iyi alt kümesini seçebilmesi için verimli 
bir algoritma yazın. 

 

zamanı s  ve bitiş zamanı e ‟dir. ViTo sahibi, n tane izlenecek gösteriyi girdi olarak 

çakıĢabileceğinden ve ViTo aynı anda sadece bir gösteri kaydedebileceğinden, ViTo, 
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Çözüm: ViTo‟nun programların herhangi bir altkümesini kaydetmek için yeterli sabit disk 

alanına sahip olduğunu varsayalım. Dinamik programlama yaklaĢımı kullanarak bu 

problemi çözeceğiz.  

 

Öncelikle, en uygun altyapıyı gösterelim. showi , (ci,si,ei) üçlüsünü ifade etsin; shows da 
show1,.... ,shown „lerin tüm listesini ve shows(t) de ej < t olduğunda showj ‟lerin alt 

showi1 
, showi2 

, ..., showik gibi bir en iyi çözüm düĢünelim. Bu durumda, showi1 
, showi2 

, 

..., showik−1   shows(sik) altprobleminin en iyi çözüm olmalıdır, çünkü eğer değilse, bu 

altprobleme daha iyi bir sonucu kesip yapıĢtırabiliriz; sonuna bir showik  
ekleyerek en iyi 

olandan daha iyi bir çözüm elde edebiliriz. 

 

Show‟ları bitiĢ sürelerine göre sıralarsak, i < j için ei  ≤ ej olur ve eğer ei  = ej  ise si  < sj „dir. 

(Eğer 2 veya daha fazla program aynı anda baĢlar ve biterse, en fazla keyif katsayısı 
olan ri ‟yi saklar ve bağları rastgele atarız). Bu doğrusal sürede sayma sıralaması ile 

yapılabilir:  n tane programla en fazla 2n muhtemel baĢlangıç/ bitiĢ süresi olur ve bir 
günde sadece 24 saat olduğundan, olası sürelerin aralığı O(n)‟dir. Problemleri yeniden 

etiketleyin, böylece, show1, ..., shown sıralı düzende olsun. showsi  programların,  i‟inci 

gösteriye kadar (i dahil) listesi olsun; yani,  showsi  = show1 , show2, ..., showi  

 

j j  
k(t)

i

 

En iyi çözüm ise; 

 

KoĢma süresi = programları sıralama süresi + p(n)‟i bulmak için gereken süre = O(n) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

kümesini ifade etsin. (yani bitiĢ zamanları t zamanından önce olan tüm programlar)  

shows(t), show ‟nin bir altkümesidir ve  bazı k(t)‟ler, e < t olduğunda, ve bunun show ‟ye eĢit  

olduğuna dikkat edin. En iyi çözümün, show  programları için birleĢtirilmiĢ keyfi p(i) olsun; 
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Problem 5.  Bir Grafiği Geliştirmek 

 

istiyoruz. BaĢlangıçta, V = {1, 2, . . . , n} ve E = ∅‟ye sahibiz. Kullanıcı, grafiği 

aĢağıdaki iĢlemi kullanarak geliĢtirecek. 
 

•INSERT-ED GE (u, v):  u köĢesinden v köĢesine yönlendirilmiĢ bir kenar ekler. Öyle ki,  

E   E ∪ {(u,v)}‟dir. 

 

Ayrıca, kullanıcı istediği zaman iki köĢenin bağlantılı olup olmadığını aĢağıdaki 
iĢlemle sorgulayabilir.  
 

•CHECK-PAT H (u, v): Eğer u köĢesinden v köĢesine bir yönlendirilmiĢ yol mevcut ise 
DOĞRU döndür, aksi takdirde YANLIġ  döndür. 

 

Kullanıcı grafiği tamamen bağlantılı olana kadar geliĢtirmeye devam eder. Kenarların 
sayısı tekdüze olarak arttığından ve kullanıcı aynı kenarı hiçbir zaman 2 kere araya 
yerleĢtirmediğinden, Toplam INSERT-EDGE iĢlemlerinin sayısı tam olarak n(n-1)‟dir. 

bu iĢlemler n(n − 1) INSERT-EDGE  ile birlikte çalıĢır. Bu tarz iĢlemler dizisini verimli bir 
Ģekilde destekleyecek bir veri yapısı tasarlayın. 

 

 

 G = (V, E) yönlendirilmiĢ grafiğini, dinamik olarak geliĢtiren bir veri yapısı geliĢtirmek 

Kullanıcı grafiği geliĢtirmeye devam ettiği sürece, m kere CHECK-PATH iĢlemini çağırır ve 
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Çözüm:  Bu problemi çözmek için nxn boyutunda transitive-closure yani geçiĢli-kapalı 
matris T’yi tutarız; T, her köĢe ikilisinin arasında yönlendirilmiĢ bir yol olup olmadığını 
saklar. Her bir CHECK-PATH iĢlemi O(1) süre alan ve n(n-1) INSERT-EDGE iĢlemi en 
kötü durumda O(n3) süre alan bir algoritma vereceğiz. Bu sınırları bir araya getirirsek m 
tane CHECK-PATH ve n(n-1) INSERT-EDGE iĢlemi dizisi toplamda O(n3+m) süre alır. 

Sonra m‟nin küçük olduğu durumlar için veri yapısını geliĢtirip, O(min{ n3 + m, n2 m })‟yi 
elde edeceğiz. 
 
Veri yapımız geçiĢli kapalı matris T=(tuv)‟yi destekler ve; 
 

 
 

T matrisi bir komĢuluk matrisine benzer, sadece u→v kenarları yerine,   

yollarını saklar. u‟uncu satırdaki 1‟lerin u‟nun eriĢebileceği bütün köĢelere karĢılık 
geldiğine ve u‟uncu sütundaki 1‟lerin de  u‟ya ulaĢabilen köĢelere karĢılık geldiğine 

uu 

(kenarsız) yönlendirilmiĢ bir yol vardır. 
 
T verildiğinde, CHECK-PATH(u,v) uygulaması açıktır; tuv‟nin değerinin sorgulanmasıdır. 
Bu sorgulama sabit zamanda yapılabilir, bu nedenle CHECK-PATH sabit sürede koĢar. 
CHECK-PATH için sözde kod aĢağıdadır. 
 

 
 
T matrisinin INSERT-EDGE(u,v) ile geniĢletilmesi veri yapısının karmaĢık bölümüdür. 
(u,v) kenarı eklendiğinde, her x köĢesini kontrol ederiz. Eğer x, u‟ya eriĢebiliyorsa ve 

(daha önce eriĢebildiği köĢelere ek olarak). BaĢka bir deyiĢle, Rw , w‟nun eriĢebileceği 
köĢelerin kümesi olsun,(yani T‟deki w‟ninci sütunda değerleri 1 olan dizinlerinin kümesi). 
Sonra, (u,v)‟yi eklerken, bütün xЄV‟ler için döngü yaparız. Bütün x‟ler için  u Є Rx ve  

v∉Rx olduğunda, Rx   Rx u Rv‟ye ayarlarız.  

INSERT-EDGE için sözde kod aĢağıdadır. 
 

 
 
 
 

 

 

dikkat edin. BaĢlangıçta, t = 1 olarak ilklendiririz, çünkü bir köĢeden kendisine 

v‟ye eriĢemiyorsa, matrisimizi, u‟yu v‟nin eriĢtiği her köĢeye eriĢecek Ģekilde güncelleriz   



eklenmesinden önce XXX   olmalıdır, aksi halde   varsayımını ihlal etmiĢ oluruz. 
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Doğruluk.   AĢağıdaki teorem, algoritmamızın doğruluğunu kanıtlar.  
 
Teorem 1 Eğer G grafiğinde, iff yani eğer ve sadece eğer, x‟ten y‟ye yönlendirilmiĢ bir 
yol varsa, INSERT-EDGE  iĢlemi txy  = 1 değiĢmezini korur. 

 

İspat : INSERT-EDGE iĢlemleri üzerinde tümevarım ile ispatımızı yaparız. Bir INSERT-

iĢlemden sonra da doğru olduğunu kanıtlarız. CHECK-PATH iĢlemi matrisi 
değiĢtirmediğinden bu iĢlem için bir Ģey ispatlamamız gerekmez. 

 

Önce, (u,v) kenarı eklenmeden önce,  olduğunu düĢünelim. Sonra, INSERT-
EDGE iĢleminden önce txy = 1 olduğunu düĢünelim. txy sadece 4. satırda 
güncellenebilir ve değeri olan 1 değiĢmez. Bu yaklaĢım doğrudur, çünkü kenarların 
eklenmesi var olan bir yolu yok etmez. 

(u,v) kenarı eklenmeden önce, 

 olduğunu,  

ama ekleme iĢleminden sonra  

   olduğunu varsayalım.  Bu x‟ten y‟ye giden yolun (u,v) kenarını kullandığı anlamına 
gelir. Bu aynı zamanda, INSERT-EDGE(u, v)‟den önce 

  
olduğunu gösterir. Varsayımdan yola çıkarak, txu = 1ve tvy = 1 demektir. Ayrıca (u, v)„nin 

Böylece, 4. satıra geldik ve 

   
oldu. 

Değerlendireceğimiz son durumda ekleme iĢleminden sonra, 

 
olduğunu düĢünelim.  

Bu durumda txy = 0 olduğundan emin olmalıyız. Eğer yol yoksa, (u,v) eklemesinden 
önce txy=0‟dır. Ayrıca (u, v)‟yi kullanan bir yol olmadığından, ya txu = 0 veya tvy = 0‟dır. 
Eğer txu = 0 ise ikinci satırdaki döngüye girmeyiz ve bu nedenle 4. satırdaki güncelleme 

yapılmaz. Eğer txu=1 ise, tvy=0 olur ve  bu durumda 4. satırda  değeri elde 
edilir. 

 
Çözümleme.   ġimdi algoritmamızın koĢma süresini değerlendirelim. Her CHECK-
PATH iĢlemi sadece tabloya bakmak olduğu için O(1) süre alır. Buna karĢılık INSERT-
EDGE iĢleminin çözümlemesi biraz daha karmaĢıktır. Bu iĢlemin en kötü durum 
maliyetini basitçe üst sınır olarak belirleyebilir ve bunun O(n2) olduğunu söyleyebiliriz, 
çünkü 4. satırda içiçe for döngüleri n eleman üzerinde sabit iĢ yapar. ġimdi daha sıkı 
bir sınırı, n(n-1) boyutunda bir dizi INSERT-EDGE iĢleminin toplu çözümlemesini 
yaparak belirleyebiliriz.. INSERT-EDGE iĢlemi her koĢtuğunda, dıĢ döngü (1. satır), 
ikinci satırdaki n öge için sabit iĢ yapar. Yani dıĢ döngünün katkısı O(n3) olur. Ġç döngü 

xv xv 

köĢesi iç döngüde en  fazla n defa (aslında txx = 1 ile baĢladığımızdan n-1 defa) koĢar. 
Elimizde n köĢemiz olduğundan, iç döngümüz O(n3) miktar iĢ için en kötü durumda 
toplamda en fazla n2 defa koĢar. Dolayısıyla toplam koĢma süremiz,  

EDGE(u,v) iĢlemine kadar, geçiĢli-kapalı matrisimizin doğru olduğunu varsayar, sonra, 

ve  

(satır 3) sadece  t = 0 olduğunda iĢlem yapar ve iĢi bittiğinde  t = 1 olur. Yani, bir x 
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n(n-1) INSERT-EDGE ve m CHECK-PATH için O(n3+m)‟dir. 
 
 
Küçük Geliştirmeler.   INSERT-EDGE için O(1)‟e mal olan ancak, CHECK-PATH 
iĢlemini O(n2)‟de tamamlayan baĢka bir veri yapısı vardır. Bu veri yapısını geliĢtirmek 
için, komĢuluk listesini kullanabiliriz: n büyüklüğündeki, köĢelere göre anahtar listesi 
olan  A[1...n] dizilimini kullanabilir ve ilgili köĢeden dıĢarı giden bütün kenarları (zincirli) 
liste olarak saklayabiliriz. INSERT-EDGE(u,v) iĢlemini gerçekleĢtirmek için O(1) sürede 
v‟yi A[u]‟nun baĢına ekleriz. (Kenarların sadece bir defa eklendiğini unutmayın, 
dolayısıyla v‟nin daha önce listede olup olmadığı için endiĢelenmemize gerek yok). 
CHECK-PATH(u,v) iĢlemini gerçekleĢtirmek için, bir tür arama, örneğin u köĢesinden 

karĢımıza çıkarsa DOĞRU döndürürüz, aksi takdirde YANLIġ döndürürüz. Bu 
algoritmanın doğruluğu bir Ģekilde oldukça açık olmalıdır. Enine Arama O(V+E)=O(n2) 
süre alır. Yani bütün iĢlemler için toplam koĢma süremiz O(n2+n2m) olur. 
 
Bu veri yapısı muhtemelen ilk verdiğimizden daha kötüdür. m >> n olduğunu 
varsaymak, bütün kenarları en az bir kez sorgulayacağımızı düĢünürsek oldukça 
güvenlidir. m >> n2 olduğunu düĢünmek bile mantıklıdır. Eğer bu varsayımları yapmak 
istemezseniz ve m‟yi önceden bilirseniz, uygun veri yapısını seçebilirsiniz. 
 
m‟nin önceden bilinmediğini düĢünsek bile, iki veri yapısını birleĢtirerek iki sınırın daha 
iyisini elde edebiliriz. Bunu yapmak için, n tane sorgumuz olana kadar komĢuluk 
listesininin veri yapısını kullanırız. n‟ninci sorguya geldiğimizde (CHECK-PATH), geçici-
kapalı matrisi oluĢtururuz ve bütün sonraki iĢlemler için bu matrisi kullanırız. Matrisin 

uv

iĢaretleyerek  O(n3) süre alır. Eğer m ≤ n ise, sadece komĢuluk listesini kullanarak  
toplam koĢma süresi O(n2m)‟yi elde ederiz.  
Eğer m ≥ n ise, önce O(n3) iĢ için komĢuluk listesini kullanırız ve geçiĢli-kapalı matrisi 

3 3

O(min{n3+m,n2m}) olur. 
 

baĢlayarak enine arama yaparız. Eğer v, bu aramanın herhangi bir noktasında 

kurulması u‟dan baĢlayan enine arama yaparak ve eriĢilebilir her v köĢesini, t     1 ile 

O(n ) sürede dönüĢtürerek, sonraki tüm iĢlemler için bu matrisi kullanır ve  O(n +m) 
elde ederiz.. Böylece bu veri yapısının koĢma süresi en kötü durumda, toplamda 




